UABT / Faculté des Sciences 06 /07/21
Département de Mathématiques
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Epreuve de Rattrapage Durée 01h30

Exercice 1 08 pts

Soient (E,S) et (F,S’) deux espaces topologiques.

1) Montrer que si F est muni de la topologie grossicre &' = {&, F'} alors
toute application de E vers F' est continue..

2) Montrer que si E est muni de la topologie discréte & =P (F) alors toute
application de F vers F est continue..

On pose E = R muni de la topologie usuelle et F' = {0,1} ,étudier la

continuité de 'application f de E vers F,

définie par  f (z) = { (1) Zi i ; 8

dans les cas oul F' est muni de la topologie grossiére puis de la topologie
dicrete.

3) Soit f une application continue et injective de (E, ) vers (F,S’).

a) Montrer que si F est séparé alors E est séparé. (on rappelle que si f est
injective alors f~2(U N V) = f~YU) N f~1(V))

b) En déduire que tout espace homéomorphe a un espace séparé est séparé.

Exercice2 (12pts)

I. Soient (F,d) et (F,0) deux espaces métriques et f : (E,d) — (F,d) un
homéomorphisme uniformément continue .

1. Montrer que si (F,d)est complet alors (F,d) est complet.

2. Que peut —on dire si f est une isométrie ?

IT . On considére I'application d R? — Rt  telle que d(z,y) = |e™2* —e~2Y|

1. Montrer que d est une distance sur R.

2. Soit f: (R,d) — (]0,+00[,|.|) telleque f(z) =e~2* . Montrer que f
est une isométrie.

3. Montrer que 'espace (]0,+oc[,|.|) n’est pas complet.(utiliser la suite
(Tn = 1/n)nen+

En déduire que (R, d) n’est pas complet.

4. Les distances d et |.| sont-elles topologiquement équivalentes ?

sont-elles métriquement équivalentes ?



Corrigé

Exercice 1 08 pts

f:(ES) — (F ; %/) est continue ssi I'image réciproque de tout ouvert de
S’est un ouvert de &

SiS' ={g,F}alors fl(@)=0e€F etf 1 (F)=E€cS

pour toute application f de E vers F'  alors f est continue...

2) Si $ =P (FE) (ensembles des parties de E) alors VU € &' ,f~1(U) €
P(FE)

d’oul toute application de E vers F' est continue..

1sizeQ

f R— F={0,1}, tellequef(m)—{ OsizéQ

R est muni de la topologie usuelle,

Si F' est muni de la topologie grossiére alors d’aprés 1) f est continue..

Si F' est muni de la topologie dicrete. S = {@, {0}, {1},{0,1}}

Ona f~'({1}) =Q qui est ni ouvert ni fermé dans (R, |.|) (car intQ = &
et Q =R)

alors f n’est pas continue.

3) Soit f une application continue et injective de (E, <) vers (F, S’).

a) E est séparé. ssi Vz,y € E;x £y, 3U; et Us € & tels que z € Uy
et yelUset UyNU; =9

Sachant que f est injective alors  f(z) # f(y,) et comme F est séparé
alors ils existent deux ouverts V; et Vs tels que f(x) € Vi et f(y) € Vo et
Vin Vo =0

comme f est une application continue alors f=(V;) et f~1(V2)) sont deux
ouverts dans E et ils sont disjoints car

fFr ) 0 fie)) = fHfin Vo) = [Tl (@) =2
ainsi il suffit de prendre Uy = f~1(Vy) etUs =f~1(V3))

b)

Si (E,S) est homéomorphe & un espace (F,S’) alors il existe un homéo-
morphisme( application bijective et bicontinue) f de (F,S) vers (F,S’)

Ainsi si (F,Q’) est séparé.,d’aprés a) (E, ) sera séparé.

Exercice2 (12pts)

I. Soient (F,d) et (F,0) deux espaces métriques et f : (E,d) — (F,d) un
homéomorphisme uniformément continue .



1. (E,d) est complet.ssi toute suite de Cauchy (z,), C E ,converge dans
E.

Comme f est uniformément continue alors Ve > 0,3a. > 0,Vz,y € F
d(z,) < ae = 6 (f (2), (1) <=

Soit (x,),, une suite de Cauchy dans E, ie Vo = 0,IN, € N/Vn,m € N;n >~
m > N, = d(zp,Tm) < @

en particulier pour « = @.3IN, € N/Vn,m € N;n = m > N, = d (2, Tm) <
Qe

Ainsi . Ve »= 0,3IN. e N/Vn,m € Nyon = m > N. = d(zp,2m) < e =
5(f (2n) , f () < ¢

alors la suite (f (z,)), est aussi une suite de Cauchy dans F et puisque (F, )
est complet alors elle converge dans F vers une limite | = lim,,—, ;o f (24,)

en utilisant la continuité de f~! ,on obtient lim, oz, = f~(I) € E.

2.51 f est une isométrie alors f est bijective et vérifie § (f (z), f (y)) =
d(x,y) alors f et f~! sont uniformément continues alors si I'un des espace
est complet I'autre sera aussi complet et le contraire est aussi vrai.Ainsi les deux
espaces sont simultanément complets ou ils simultanément non complets

II.d R? - Rt telle que d(x,y) = |e 2% —e 2|, Va,y € R
1) Vz,yeR
i) dlz,y)=0&]e 2 —e =0
Se =%
& 2r=-"2ys =y
i) d(z,y) = |e7 —e™| = [e7 — | = d(y, 2)
iii) Va,y,2 € Rd(z,2) = [e72® —e 2*| = [e72* —e "W 4 e — e 2?| <
|e—2w - 6_2y| + |e—2y - €_2z| = d(x7y) + d(y7 Z)
Alors d est une distance sur R.

2. Soit f:(R,d) — (]0,+oo[,|.|) telleque . Vy = 0,y = f(z)=e2* =
T = —% Iny

Vy =0 3 x€ R:y= f(z)alors fest bijectiveet Vy = 0 f~1(y) = —%lny

|f(x) — f(y)] =le™2* — e %*| =d(z,y) ,ansi fest une isométrie.

3. L’espace (]0, +o0[,|.|) n’est pas complet.(utiliser la suite (z,, = 1/n)pecn=

Ve 0, |z — @] =[1/n—1/m| =22 < < L <o pour m > 1

N, = [é—i—l} eN/nmeN;n>=m>N, = |z, —an| <e

la suite (2, = 1/n)pen~est de Cauchy dans ]0, +oo[ mais lim,—, 4o 2, = 0
¢]0, 4+o0c[,alors espace (]0,+o0[, |.|) n’est pas complet

On déduit d’apres 1.2) que (R, d) n’est pas complet.

4.

— La continuité de la fonction f de(R,|.|) vers (]0, +ool,|.]) telle que f (x)
=e~ 2% donne:

Vz,y e R, Ve = 0,30 = 0, [z —y| <ac=d(z,y)=le " —e | <e

ce qui exprime exactement la continuité de Iapplication identité de (R, |.|)



vers (R, d)

~La continuité de la fonction f~! de(]0, +oo[, |.|) vers (R, |.|) f~! () =—"4Zdonne:
Vz,y € R,Ve = 0,3a. = 0, e —e 2| <a.= |z —y|<e
ce qui exprime exactement la continuité de 'application identité de(R,d)

vers (R, [.])

On conclue que I’application identité est un homéomophisme,donc les dis-
tances d et |.| sont topologiquement équivalentes

— Les distances d et |.| ne sont- pas métriquement équivalentes car (R, d)
n’est pas complet

par contre (R, |.|) est complet. ( la propriété d’espace complet est conservée
par les distances métriquement équivalentes )



