
Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen
Département de Mathématiques
Module: Analyse numérique 1

2020-2021
Rattrapage

Durée: 1h30

Les calculatrices et les téléphones portables sont interdits.
———————————————————————————————————————

Exercice1 :
1) Déterminer un polynôme d’interpolation passant par les points

(0, 0), (1, 3), (3, 1)

2) Déterminer un polynôme d’interpolation passant par les points

(0, 0), (1, 3), (3, 1), (5, 2), (8, 2)

Donner l’expression analytique du terme d’erreur.

Exercice2 : Soit la fonction suivante :

f(x) = sin(x)

1) Calculer le développement de Taylor de degré 3 de la fonction f autour de 0.
2) Donner l’expression analytique du terme d’erreur.
3) Donner une approximation de sin(0.1) et calculer l’erreur absolue.

Exercice3 : On cherche à résoudre l’équation :

x2 − 2 = 0

(dont la solution est
√

2) en utilisant la méthode des points fixes :

xn+1 = g(xn) = xn − a(x2
n − 2)

où a est une constante.
1) Pour quelles valeurs de a cette méthode des points fixes est-elle convergente à l’ordre 1 ?

2) Quel est l’ordre de convergence pour a =
√

2
4 ?

3) Quel est l’ordre de convergence si a = 3
√

2 ?

4) Compléter le programme suivant :
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Exercice1 :
0 0
1 3 3
3 1 −1 −4/3
5 2 1/2 3/8 41/120
8 2 0 −1/10 −19/280 −43/840

1) Polynôme de Newton passant par les points (0, 0), (1, 3), (3, 1) est

P2(x) = 3x− 4
3x(x− 1)

2) Polynôme de Newton passant par les points (0, 0), (1, 3), (3, 1), (5, 2), (8, 2) est

P4(x) = 3x− 4
3x(x− 1) + 41

120x(x− 1)(x− 3)− 43
840x(x− 1)(x− 3)(x− 5)

L’expression analytique du terme d’erreur : Soit P4 le polynôme qui interpole la fonction f
aux points (0, 0), (1, 3), (3, 1), (5, 2), (8, 2) alors ∀x ∈ [0, 8],∃ξ ∈ [0, 8] :

E4
(
f(x)

)
= f(x)− P4(x) = f (5)(ξ)

5! x(x− 1)(x− 3)(x− 5)(x− 8)

Exercice2 :Soit la fonction suivante :f(x) = sin(x)

f(x) = sin(x) f(0) = 0
f ′(x) = cos(x) f ′(0) = 1
f ′′(x) = − sin(x) f ′′(0) = 0
f (3)(x) = − cos(x) f (3)(0) = −1
f (4)(x) = sin(x)

Le développement de Taylor de degré 3 de la fonction sin(x) autour de 0 est

sin(h) = h− h3

3! + sin(ξ(h))h4

4! où ξ(h) ∈ [0, h]

2) Donner l’expression analytique du terme d’erreur. Puisque sin x est majorée par 1

|R3(h)| =
∣∣∣∣∣sin(ξ(h))h4

4!

∣∣∣∣∣ ≤ |h|44! où ξ(h) ∈ [0, h]

3) Donner une approximation de sin(0.1) et calculer l’erreur absolue.

sin(0.1) ≈ 0.1− (0.1)3

3! ≈ 0.1− 0.1666666× 10−3 ≈ 0.1− 0.00016666... ≈ 0, 099833333...

et l’erreur absolue |R3(h)| ≤ (0.1)4

4! ≈ 0.416666...× 10−5
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Exercice3 : On cherche à résoudre x2 − 2 = 0 en utilisant la méthode des points fixes :

xn+1 = g(xn) = xn − a(x2
n − 2)

où a est une constante.
1) On a

g(x) = x− a(x2 − 2)
g′(x) = 1− 2ax

Alors pour appliquer la méthode des points fixes il faut bien choisir l’intervalle I = [α, β]
(
√

2 ∈ I) tel que condition(1) g : I → I de C1 condition(2) |g′ (x)| < 1 ∀x ∈ I

condition(2) : |g′ (x)| < 1 ∀x ∈ I.

−1 < 1− 2ax < 1
−2 < −2ax < 0
0 < ax < 1

Pour x =
√

2 on obtient 0 < a <
1√
2

=
√

2
2

Donc ∀x ∈ I ⊂
]
0, 1
a

[
: |g′ (x)| < 1

condition(1) : il existe α, β tel que g ([α, β]) ⊂ [α, β] ⊂
]
0, 1

a

[

Pour 0 < a <
√

2
2 cette méthode des points fixes est convergente d’ordre au moin1.

Si a 6=
√

2
4 alors g′(

√
2) = 1− 2a

√
2 6= 0 et donc la convergence est d’ordre 1.

2) pour a =
√

2
4 on a

g′(
√

2) = 1− 2
√

2
4
√

2 = 0

g′′(x) = −2a = −2
√

2
4 = −

√
2

2 6= 0.

Donc la convergence est quadratique.
3) Pour a = 3

√
2 on a

∣∣∣g′ (√2
)∣∣∣ ≥ 1 et donc il ya divergence.
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