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Exercice 1 06,5 pts
Soient (£, ¥) un espace topologique et A une partie de F
1) Donner les définitions des parties suivantes:
int (A) : intérieur de A , A : adhérence de A et Fr(A): frontiére de A
On considére ’ensemble R muni de la topologie induite par la distance usuelle
2) Déterminer l'intérieur,l’adhérence et la frontiere des parties suivantes
Pour n e N* A, ={1,2,...,n}, ,B=]0,1]U{2} et C={z,=2n+1, neN}. Ces
partie sont -elles compactes ? justifier.
3) Soient (F,d) un espace métrique complet et f une application bijective et continue de
(E,d) vers (R, |.])
a) Montrer que 'ensemble F'={z € R/ f(z)=Fk, ke A,} estfermé.
b) Montrer que Vg € F', 3 (2,),,cy, C F¢ telle que limy, oo f (zn) = [ (v0) et
(Zn)ney converge vers xo. (remarquer que la suite réelle y, =k —+. — k qd n — +00)
c) Etablir que F*° est dense dans E , en déduire que int (F') = @

Exercice 2: 05,5 pts
I -On considére I’ensemble R* muni de la distance usuelle

Montrer que la suite de terme général x,, = % avec n € N¥est une suite de Cauchy
dans R*, en déduire que (R*,|.|) .n’est pas complet.

IT — Soit Papplication d : Z* x Z* — R telle que¥ z,y € Z*, d (z,y) = ‘;';3"

1) Démontrer que d est une distance sur Z*.
2) Montrer que D'application f : (Z*,d) — ( R*,|.|) telle que f () = 5= est une isométrie.en
déduire que (Z*,d) n’est pas complet
3) Montrer que l'application identité est un homéomorphisme de (Z*,d) vers ( Z*,|.|)
(remarquer que idz« = f~lof ) .Les deux distances sont-elles topologiquement équivalentes
? sont-elles métriquement équivalentes ?
Exercice 3: 05 pts
Soit E = C ([0,1],R), on considere la suite (f,),,cx-définie par:

3nx si0<aw <t
f"($>_{1 Si%%yc%nl
1) Montrer que Vz € [0,1], la suite (f, (z))
déterminera..
2) Montrer que (f,),cy-est une suite de Cauchy dans(E, d;) et elle est convergente vers f
dans (E,dy). En déduire que (F,d;) n'est pas complet.
3) Calculer [limy, oo doo (fn, f).Les deux distances sont-elles topologiquement équiva-
lentes ?

o ,
nen-converge vers une limite f(x) que l'on

1

On donne dl(f,g)zflf(x)—g(xﬂdx et doo ( f,9) = maxuepq |f (2) — g ()]
0



Le Corrigé

Exercice 1 06,5pts
1) 03.75 pts Définitions: (E,<) un espace topologique, A CE intA=UO (0 €S)

oCA
A= F Fr(A) = AnC% ouO (ouvert) F est fermé.
C

L’ensemble R est muni de la topologie induite par la distance usuelle

ensemble intérieur  fermeture  frontiere compacité
A, 1] A, A, A,, est compacte car c’est une:partie finie de R
B ]-0,1] [-0,1]U{2} {-0,1,2} B n'est pas fermé alors il n’est pas compact
C %] C C C' n’est pas borné alors il n’est pas compact

2) 0.25 pt Comme f est continue de R vers R alors I'image réciproque d’un fermé

est fermée

a) 0.75pt F={zxeE/f(z)=k ke A,} = f ' (A,) est fermé. puisque A, est
fermé.

b) 0l pt Vzg € F ,f(x) =k soit la suite de terme général vy, =k — % , comme f
est surjective alors 3 (), , C F° telle que y, = f (z,) =k — L
et puisque f est continue lim, oo f (xn) = f (limp—i0otn) =f (o) alors lim, .oz, =
xo car f est injective

c) d’aprés a) F est fermé alors F' = Fet d’aprés b) F C Fealors
E=FUF*=FUFc=Fc°
Ainsi Fcest dense dans E.et comme E = int (F)U Fealors int (F) = &

Exercice 2: 05,5 pts

I - R* est muni de la distance usuelle
La suite de terme général x, = % avec n € N¥est une suite de Cauchy dans R*, en effet

Vn,mEN,n>—m,}%—%} :%gﬁzige——ﬂm2§
Alors Ve > 0,3dN, = [%Jrl] eEN VnmeNn=m>N, |z, —z,| <e
comme lim, 10T, = 0 ¢ R*alors on déduit que (R*,|.|) .n’est pas complet.

IT — Soit lapplication d : Z* x Z* — R telle queV z,y € Z*, d (z,y) = ‘;i;;/\l

1) d est une distance sur Z*,en effet,
*VayelZ, dzy =0=2Y-0=|z—yl=0=2z=y.

2|zy|
*Vao,yeZ, d(x,y) =d(y,x)
* N b I 2| I I | 1] |1 1 1 1 1 1
*Vayz el d(@z) = g0 = g = w2l = |m Ty | S |w | T
ﬁ_i Sd(xay)—i_d(va)

2) L’application f : (Z*,d) — ( R*,|.]) telle que f(x) = & est bijective car V y € R*3

2x
!x:%GZ*telsque y:ﬁ.

f vérifie aussi |f (z) — f (y)| = )ﬁ - %’ :Ig‘;;\ =d(xz,y)  alors f est une isométrie,.on

déduit que (Z*,d) n’est pas complet car ( R*,|.|) n’est pas complet.
—1
3) On remarque que (Z*,d) EN ( R*|.]) LN ( Z*,|.|) idg- = f~tof . alors 'application
identité est un homéomorphisme car c’est 1 la composiée de deux homéomorphismes
Ainsi ,les deux distances sont topologiquement équivalentes.



(Z*,].|) est complet car c’est un sous espace fermé de 'espace complet (R, |.|) mais (Z*, d)
n’est pas complet alors les deux distances ne sont pas métriquement équivalentes.
Exercice 3: 07pts
E = C([0,1],R), on considére la suite (f,,), oy-définie par:
nzr si0<x < 1
f"(’r>_{1 Si3—<x<1
1)VneN* f,(0)=0 , lim, ., fr (0) =0.

lim, oo & = 0,4 Vo = 0,3N. € N Vn e Nn >N, L

lim,, o0 fn () = 1 alors

<z dou f,(r)=1et
. 0 si r=0
limy, 400 fn (7) = f(x):{ 1 si 0<x<1

On remarque que f n’est pas continue au point z = 0,carlim, .o+ f(z) = 1# f(0).alors

[¢E.

1 1

1 = L
2) Ynom € Non = m, dy( fu, fm) = /\fn(:c)—fm(x)]dx :/(3n—3m):vdx+/1—
0 3

3mxdm—%—$§ <e=m>4%
d’ou Ve > 0,3N, +>+1] €N Vnom e Non=m >N di( fo,fm) <€ alors
(f1n)pen-€st une suite de Cauchy dans(E, dl) :

3

(frofn) = /!f ‘dl’—/1—3mxd$:$—#§$§5:>m2%

d’ou Ve > O, aN, = [é—l— 1] eN VneNn>N d(faf)<e alors (fy),en-€st
convergente vers f dans (F,d;).

On déduit que (F,d;) n'est pas complet.

3) limy—too doo (frs ) = limn—joo.- maxpep ) | f (@) = fo (2)| = limp oo MAax, [y 1] |1 — 3nz| =
1 # 0; alors (f,),,cn-1'est convergente vers f dans (&, do)

di( f,,fn) = 0et doo (fn, f) - 0 alors les deux distances ne sont-pas topologiquement

équivalentes



