Chapitre 4 : Mouvement relatif MI

Chapitre IV : Mouvement relatif

1. Introduction :

L’¢tat de mouvement ou de repos sont deux notions essentiellement relatives; cela veut
dire que chacun des deux états dépend de la position du mobile vis-a-vis du corps pris
comme référentiel. Tous les mouvements que nous avons €tudiés jusqu’a présent,
étaient dans un repere galiléen, c'est-a-dire au repos ou en mouvement rectiligne
uniforme. Lorsque deux observateurs liés a deux reperes différents qui sont en
mouvement 'un par rapport a D’autre, la position, la trajectoire, la vitesse et
I’accélération du méme mobile varient selon le repere choisi par 1I’observateur.

Exemple : Soit un point matériel collé sur la jante d’une roue de bicyclette :

_ Par rapport a un repere terrestre : le mouvement n’est pas uniforme et la trajectoire

est une suite de courbes appelées cycloides.

_ Par rapport a un repére li¢ a I’axe de la roue : le mouvement est uniforme et la
trajectoire est circulaire.

Il est trés intéressant de connaitre comment sont reliées les observations enregistrées
par deux observateurs liés a deux reperes différents, I’'un en mouvement par rapport a

[’autre.

2 Vitesse relative du mobile :

Soit un référentiel (Ro) repére fixe et (R) repére mobile par rapport a (Ro),

Figurel Le mobile M représenté par rapport au repéere fixe (Ro) et au repere mobile
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Chapitre 4 : Mouvement relatif MI

Associons au référentiel (Ro) le repere Ro (O,1, f,7c)) et au référentiel Rle repere R

- — —

o, ) k).

Si M est un point mobile dans I’espace, on appellera

Mouvement relatif : le mouvement de M par rapport a (R)

Mouvement absolue : Le mouvement de M par rapport a (Ro)

Mouvement d’entrainement : le mouvement du repére mobile (R) par rapport au repére
fixe (Ro).

2.1 Composition de la vitesse

OnaOM=00"+0'M=00"+ (x'? +y7 + Z’F), avec (x’,y’,z’) sont les
coordonneées du point M dans le repére mobile
OM = (x?+ yJ + zE), avec (x,y,z) sont les coordonnées du point M dans le repere
fixe
La vitesse s’écrit alors

dOM doo’/ = dOo'M
= +

at  dt dt
dOM dx _ dy_., dz
=—I1l+—]+—k

dt — dt = dt’ " dt
_d00’ dx' dy'5 dZ — A . df dK

Tt T TEt Tt wt wtt a
Avec .
(. dOM dx_ dya dz

Va =~ =dt d]"'d_k_v(M)/(Ro)
Lo o W 2 dOM o Samim)
Toodt dt dt

_,_d0_0’)+ ,d7+ ,d7+ ,dF_(T), .
(Ve =g PO T Y gt g T v R/(R)

—

VU, =0, + U,

vareprésente la vitesse absolue, c¢’est la dérivée de OM par rapport au temps dans le

repere fixe

vyest la vitesse relative, ¢’est la dérivée de O'M par rapport au temps dans le repére

mobile
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vecorrespond a la vitesse d’entrainement, ¢’est la dérivée de oM par rapport au temps
dans le repere fixe, en considérant le point mobile M fixe dans le repere mobile
(x',y'et z' sont constantes)

Elle représente aussi la vitesse du repére mobile par rapport au repere fixe

Lorsque le mouvement d’entrainement est un mouvement de translation, les vecteurs

v

, J'et k' restent paralléles aux vecteurs unitaires (z, jet —IE) du repeére fixe.

dl df dik g

dt dt dt

La vitesse d’entrainement peut s’écrire aussi
v =209 | Gnomi

v, = W

¢ dt

Avec w représente la vitesse de rotation du repére mobile (R)par rapport au repére
fixe(Ro)

. —_
Dans le cas d’un mouvement de translation @ = 0

3 Composition de I’accélération :

Nous avons 1’accélération est la dérivee de la vitesse par rapport au temps

d _d?0M d’x, d%_, d’z.

i =—= k

@ dt dt? dt? L+ dt2] + dt?
9_do_O"+dx'7+dy'_;erz'E;Jr ,d7+ ,d7+ dk’
VEae Tart T ad Tae T e T e T 4
d (dx’_,,) _d%x' . dx'dl

dt\de - )~ de? dt dt

d (dy'-\ d*y' - dy'd)

act\ac’ |~ arz dt dt

d (dz — d*z ., dz' dk’

— =K'= k' +—

de \ dt dt? dt dt

d( ,dV\ dx'd/  d*

at\* ar) T dt de dt?

d( ,df\ dy'dj  d%

at\” dt )~ dr dt dt2
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d(  dk' _dz'dﬁ+ d?K
de\” der ) " de dr 7 de?

d?x' d¥y' - d?2'— d¥00° d*  d¥  d*K _ dx'dv

a=d2‘+d2] taEl T Yttt e
dy'd)’  dz' dk’
ar de T dar de
Avec

d’0M  d*x dy% d?z

=gz gt gl T gk

_ d?0'M  d*' . d*y_ d?Zz—
T T4 T de? vt dt? st dt? e
_, d*o0’ 4% 4y d*k
Ge = "¢z T dt2+y dt2+Z dt?

., d?00’ da
=80 = + BA(BAO'M M)+—A0M

. dx'dv dy'dy dz' dk’
a =2|——+——+——
dt dt dt dt dt dt
= a, = 2wy,
Eta, =a,+ac+a,
a, est I’accélération absolue qui représente la deuxiéme dérivée de oM par rapport au

temps dans le repere fixe

a, est I’accélération relative qui représente la deuxiéme dérivée de oM par rapport au
temps dans le repere mobile

a, est ’accélération d’entrainement qui représente ’accélération du mouvement du
repere mobile par rapport au repere fixe

a, est I’accélération de Coriolis ou ’accélération complémentaire
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TD n® 4 de Mécanique
Mouvement relatif

Exercice 1
Les coordonnées d’une particule mobile dans le référentiel (R) muni du repére

(0,77, k) sont données en fonction du temps par :
x=2t3+1,  y=4t*+t—1, z=t>

Dans un deuxiéme référentiel (R’) muni du repére (0’ v k')avecT=1,7=)"k =
k'sont données par :

x'=2t3,  y' =4t>-3t+2, Z=t*-5

1-Exprimez la vitesse v de M dans (R) en fonction de sa vitesse v’ dans (R’),
procéder de méme pour les accélérations

2-Définir le mouvement d’entrainement de (R’) par rapport a (R).
Exercice 2

Un point M se déplace avec une vitesse Vo constante sur I’axe (OX) d’un repére
(OXYZ) qui tourne avec une vitesse angulaire @ constante autour de (Oz) dans le plan

(Oxy)

1- Quelle est I’expression de OM dans le repere fixe. Calculer la vitesse absolue et
’accélération absolue
2- Calculer la vitesse relative et la vitesse d’entrainement, vérifier que V,-v,+7,.
3- Calculer D’accélération relative a, , D’accélération d’entrainement a, et
I’accélération de Coriolis a, , Vérifier que a,-a,+a,+a,.
Exercice 3

Dans le plan Oxy, on considere un systéme d’axes mobiles (OXY) de méme origine O
et tel que Ox fasse avec OX un angle variable 6. Un point M mobile sue 1’axe OX est
repéré par OM=r. On appelle mouvement relatif de M son mouvement par rapport a
(OXY), et le mouvement absolu par rapport a (Oxy).

Calculer dans le repere mobile (coordonnées polaires)

1- La vitesse et 1’accélération relative de M

2- La vitesse et 1’accélération d’entrainement de M
3- Accélération de Coriolis

4- En déduire sa vitesse et son accélération absolue

Exercice 4

Soit le repere R(Oxyz) et le point O’ se déplace sur I’axe (Ox) avec une vitesse

constante v. On lie a O’ le repére (O’x’y’z’) qui tourne autour de (constante Oz) avec
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une vitesse angulaire ® constante. Un point mobile M se déplace sur I’axe O’x’ tel que
O'M| =1t

A D'instant t=0, les axes (Ox) et (O’x’) sont confondus et M est en O.

1-Calculer la vitesse relative v, et la vitesse d’entrainement v,, en déduire la
vitesse absoluev,.

2-Calculer [Paccélération relativea,,  D’accélération d’entrainement a, et
I’accélération de Coriolis @, , en déduire I’accélération absolue a,.

v

Exercice 5

Dans le plan (Oxy) d’un repere (Oxyz), un point O’ auquel on lie le repere (O°XYZ),
décrit un cercle de centre O et de rayon r, il tourne avec une vitesse angulaire ®
constante. Un point M se déplace sur I’axe (O’Y) paralléle a Oy avec une accélération
y constante. (a I’instant t=0, M est confondu avec Mo(r,0,0)et sa vitesse initiale est
positive).

1- Calculer dans le repere (Oxyz) le vecteur position OM, la vitesse absolue v, et
I’accélération absolue a,
2- Sachant que O’X//Ox, O’Y//Oy et O’Z//Oz, calculer
a- La vitesse relative vy et la vitesse d’entrainementv,, Vérifier que v,-v,+v,.
b- L’accélération relative a, , I’accélération d’entrainement a, et I’accélération
de Coriolis a, , vérifier que a,-a,+a,+a..

Exercice supplémentaire

Soit le repere R(Oxyz) et le point O’ se déplace sur 1’axe (Oy) avec une accélération
constante y. On lie 2 O’ le repere (O’XYZ) qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse
angulaire ® constante. Les coordonnées d’un mobile M dans le repére mobile sont
x’=t? et y’=t.

A T’instant t=0, I’axe (O’X) est confondu avec (Ox).
Calculer dans le repere mobile :
1-La vitesse v, et la vitesse d’entrainementv,, en déduire la vitesse absoluev,.

2-L’accélération relative a,, 1’accélération d’entrainement a, et I’accélération
de Coriolis a, , en déduire 1’accélération absolue a,.
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CORRIGES DES EXERCICES

Exercice 1
. x=2t3+1 x' = 2t3
OM/(R) {y =4t’+t—1 et O'M(R") [y' =4t -3t +2
z =t2 7z =t*?-5

La vitesse du point M dans le référentiel fixe (R) et le référentiel mobile (R”)

(%:6# %:61:2
L ., dOoM|)d — _— __dOoM])d
vzvaz—{—y=8t+1 etv' = v, = d {—y=8t—3
at | dt dat ) at
d d
| —=2t | —=2t
dt dt

B=6t27 +(8t + 1)] + 2tk etv’ = 6¢27+(8t — 3)] + 2tk

—

Ve =V + Ve >V =V — 7y
Uo=(6t%7 +(8t + 1)j + 2tk) — (6t%7 +(8t — 3)j + 2tk)=4j donc D=’ + 4]

L’accélération du point M dans les deux référentiels fixe (R) et mobile (R”)

d
{%=12t {dt =12t
N N dav dv — N dvr dvr
a=aa=—04 —x=8eta’=ar=—{ =8
at | dt )] a
dv, dvr,
—:2 =
\ = | =
Doncad = a’

Le mouvement du référentiel (R”) par rapport au référentiel fixe (R) est un mouvement

uniforme de translation suivant I’axe Oy avec une vitesse constante de 4m/s

Exercice 2
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OM = v,tU,Dans le repére (0XY)

—_— —

avec Uy = coswtT+sinwt] et Uy = —sinwtT+ cos wt]
OM /(R) = vyt (cos wt1+ sin wt])Dans le repére (Oxy)
La vitesse absolue :

dOM
dt

—

Vs = —— /(R) = vy cos wtT + v, sin wt] — vywt sin wtT + vywt cos wt]

=1, (cos wtT + v, sin wt]) + vwt (—sin wtT + cos wt))

:voU_X) + voootU_y)

(0UT; = 22 /Ry = 20) _ 4 74 225
dU, dU,do
WeE it T de dt
dU, dU,dwt i dUu, =
= = = —_—
dc  do dr YT ag Ty

Alors : v, = vyUy + vyotUy)

L’accélération absolue

= —Vyw Sin Wt T+ vy ® cos wt]—vyw sin wt T+ v, w cos wt]
— VoWt cos wtT + vywitsin wt]
0 0 J

—

dv,
>a, = d—ta/(R) = 2v,w (—sinwt T+ cos wt}) — vyw?t (cos wtT + sin wt])

—_ Y
= a, = 2v,0U, — Vyw?tU,

La vitesse relative
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Chapitre 4 : Mouvement relatif MI

7= ‘“’—M/(OXY) avecO'M = OM = vyt U, Donc o, = vyU,

La vitesse d’entrainement :

Le repere fixe et le repere mobile ont le méme origine donc O’ est confondu avec O,

alors 00" = 0
v_e’—do—0+XdU" =0 + vt Zxavec> L = wUT,
dt dt dt
Donc v, = w vyt U,
ou
o= L% Gnow
Vp=——+
¢ dt
00’ = Odoncy, = WAO'M
WAO'M=[0 0 «|=wvtU,Doncv,=wuvytU,
vt 0 0
Avec U, = cos wtT+ sin wt] et U_y) = —sinwt1+ cos wt]

Alors v, = v, + 7, = vy(cos wtT + sin wt]) + w vyt (—sin wtT + cos wt])

=V, = voUy + w vyt U,
Donc v, = v, + v, est Vérifiée
L’accélération relative :

a, = dvr =~ /(0XY) avecw; = vq U,

Alorsa, =0
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L’accélération d’entrainement

. d2007+XdZU; , d (dU,\ __ , d (0 7))
a, = = Vol — =>a, = Vogt—\w
e dt2 dt? 0" de \ dt e "0 gt y
— U, dU_y’_dU_y’awt__ —
= a, = Vytw (—dt )avec—dt =——=—wU,

= a, = vytw (+ (—wU_x)))

>a, = —vyw?tU,
(0]¢]
_, d*00 _ . __ 4@ __
@ =—5+ GA(GAO'M) +——A0'M
dd . d?00’
—AO'M = Ocar w constante et =0
dt dt?
. o enow .
Et GA(BAO'M) = dA(w vt Uy) =10 0 w|=—w?vtU,
0 wyt 0

Donc @, = —w?v,tU,
L’accélération de Coriolis
. dXdU, dUu, .
a. = ZEW avec X = vyt etW = wlU,
Donc a, = ZvaFy)
ou

iU w
a. = 20Av, =20 0 wl|=2wvU,

vo 0 O

—

Donc a; = 2wy, U,
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L’accélération absolue

a—a) = a—r)+a—c)+a—e> = _(l)zvotU—x)'i‘ za)voU—y)
= a, = —w?vyt(cos wtT + sin wt]) + 2wvy(—sin wtT + cos wt])
donc

a, = a, + a, + a, est vérifiée

Exercice 3
- Y
y
OM = rU,dans le repére (OXY) NG
N X
UY
Dans le repere mobile (coordonnées polaires) o 1

La vitesse relative :

!

_, do'm ar —._,
Uy ZT/(OXY) :avar =T"Ux
L’accélération relative :

a =2 /(0XY)avec v =17,

T dt
— d?r — e
Donc a, = EUX =1~ Uy

La vitesse d’entrainement :

|

00’ = Ocar les deux repéres ont le méme origine

e=7+wA0M

<

|

00’ = Odoncy, = WAO'M
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_ = —>

_— Ux Uy UZ —_— —_—
WAO'M =g ¢ o|=wrU,Doncv,=wrU,
r 0 0

L’accélération d’entrainement

_, dro0’ . dd
ag=—5+ GA(GAO'M) +—AO'M
das d200’

—AO'M = 6car w constante et
dt dt?

u, U,

U
BA(BAO'M) = BA(w rFy)) = Ox 0 wl=-w?rl,

0 wr O
Donc @, = —w?rU,

L’accélération de Coriolis

U, U, U, .
a.=20Av, =210 0 w = 2wrU,
r 0 O

Donc @; = 2wrU,

La vitesse absolue
v_a’=7r’+v_e’=r'm+wr@
L’accélération absolue :

a, =a, +a,+a, = (r"—wzr)ﬁx)+2wr'7y)

Exercice 4

v

Nadia Bachir (Dahmani)
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La vitesse relative

F,?=dO—M/(R)ave00M—t U, Donco, =2tU,

La vitesse d’entrainement :

R doo’
Ve = T + BAO'M

On cherche le vecteur 00’

Le point O’ se déplace sur I’axe (Ox) avec une vitesse v, alors v,, = 7? = vl
door ] ~A7 -
A t=0, x=0 donc — =v=>00"=vt donc 00" = vti
o, |« Uy, U . doo’ |
WAO'M=|g9 ¢ o|=0t?U, et = vl
5 dt
t 0 O

Donc v, = wt?U, + vi
Il faut écrire v, dans un meme systéme de coordonnées, pour cela on va écrire 7 en

fonction de U, etU,

U, =cos 0T +sin6 ]

Nous avons : {_, =71=cos OU, —sin6 U,

Uy, = —sinBi+ cos 6]

Donc v, = wtzﬁy) + v(cos 60U, — sin 6 U_y)) = v cos OU, + (wt? — v sin H)U_y)

La vitesse absolue

—

V. =, 4+ 1, = 2tU, + wtziy)+v(cos 6U, — sinHU_y))
= v, = (2t + v cos 8)U, + (wt? — v sin )U,
L’accélération relative

—_ d'l]r

@ == /(R") avecv; = 2tU, Donca, = 2U,
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L’accélération d’entrainement

ag=—5+ GA(BAO'M) +EA0 M

d’00’ . do —_,

——— =0,—AO'M = Ocar w constante
dt? dt

_ R (VAR VAR .
Et GA(GAO'M) = GAwt?U, =g o o= —w*t?U,
0 wt®? 0
Donc a, = —w?t2U,
L’accélération de Coriolis
U, U, U, .
a, = 2w0Av, =2 0 0 wl|=4twl,
2t 0 O
L’accélération absolue
G, = a, +a; + a; = 2U, — w?t?U, + 4twl,
Alorsag=(2 — w?t?)U, + 4t U,
s A
Exercice 5 Y
M
y A
X’
X:

Nadia Bachir (Dahmani)
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A t=0, y’=0 et v=vo
OM =00+0M avec 00’ = r(cos otl+ sin wt])

M se déplace sur I’axe (O’Y) parallele a Oy avec une accélération y constante

0'M =yU,, y =E=>dv = ydt

Apres intégration v =yt + v,

d 1
d—}t/ =yt + v, =>dy = ytdt + vydt doncy = Eytz + vyt

YTy 1 2 —
O'M = (Eyt + vot) U,
. R g d N T’ 1 2 rrd 1 2 ->
Puisque O’Y//Oy donc U,, = jdonc O'M = (Eyt + vot) U, = (Eyt + vot)]
Alors OM = 00" + O'M = r(cos wti + sin wtj) + Gytz + vot)f
= OM =rcos wti+ (r sin wt + %yt2 + vot)f
La vitesse absolue

_ dOM _ 5 S
VU, = /(R) —r w sin wtl+ (rw cos wt + yt + vy)j

L’accélération absolue

—

= —r w?cos wtl+ (—rw?sinwt+y)J
La vitesse relative

. dO' R
Uy /(R) = (yt +v,)j

La vitesse d’entrainement :
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ve=7+wA0M

wAO'M = 0 car les vecteurs unitaires des deux repéres sont paralléles, donc il n’ya

pas un mouvement de rotation.

Il y a un mouvement de translation

_, _aoo s B,
Ve = —— =—Twsin wtl + rwcoswt]

Vérifions que v, = v, + v,

U, =0, + 7V, = (yt +v5)] — r  sin wtl+ rw cos wt]
= —rwsin ot + (rw cos wt + yt + vy)J

Donc v, = v, + v, est Vérifiée

L’accélération relative

— d7 ] — -
a, = d—vt/(R ) avecv, = (yt + vy)j

Donca, =yJ

L’accélération d’entrainement

_, d*00" _ . ___ d&@ ___
@ =—3 + GA(SAO M)+EA0M

A& ——
< AO'M =0 et GA(GAO'M) =0

Car il y a un mouvement de translation entre les repéres

. d?00 o5 w4 —rar? sinwt 7
a, = = —r w?cos wtl+ —rw? sinw

e dtz ]
Donc a, = —w?ry(cos wtl + sin wt))

L’accélération de Coriolis
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a, = 20Av, =0
Veérifions que a, = a, + a, + a,

a, +a,+a, = yJ+ —r w?cos wtl + —rw?sin wt]

= —r w?cos wtl+ (—rw?sinwt+y)J
Donc a, = a, + a, + a, est Vérifiée

Exercice supplémentairey’

A 4
v

Les coordonnées du point M dans le repére mobile M(t?, t)/(R”) Donc 0'M s’écrit :
0'M = t?U, + tU,

O’ se déplace sur I’axe( Oy) avec une accélération constante y , avec, a I’instant t=0,

I’axe (O’X) est confondu avec (Ox). Donc vo=0 et yo=0 donc

— S dv
00’ =vyj, y=E:dv=ydt

Apreés intégration v=yt et% =yt=>dy =ytdt doncy = %ytz
00" = 2yt77
=5yt

La vitesse relative

vy = d(c)l—tM/(R’) avecO'M = t*U, + tU,

Donc v, = 2tU, + U,
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La vitesse d’entrainement :

ve=7+wA0M

SIS do0’
A =
2V T T

=ytj

Uy
BAO'M = | o
2

Uy U, R
0 w|=—wtUy+wt?U, Donc
t t 0

T, = yt] — wtU, + wtzﬁy)

Il faut écrire v, dans un meme systéme de coordonnées, pour cela on va écrire j en

fonction de U, etU,

U, =cos0l+sin6] . . — —
Nous avons : § ., o ,=>]=sinbUy, +cosb U,
U, = —sinfi+ cos 0 )

Doncv, = thFy) — wtUy + yt(sin U, + cos 6 U_J:)

=7, = (yt sin 0 — wt)U, + (wt* + ytcos t9)U_y>

La vitesse absolue

—

Vg =V, + 7, = 2t7,;+7y)+ (vt sin 6 — wt)U, + (wt? + ytcos H)U_y)

=7, = (yt sin 6 — wt + 2t)U, + (wt? + ytcos 6 + 1)U_y>
L’accélération relative

a, = %/(R’) avecv, = 2tU, + U, Donca, = 2U,

L’accélération d’entrainement

d200’
dt?

— Y AW
a, = + GA(GAO'M) +—-A0'M
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a_jAO’M 0 tante et 00" _ -

— = vcar constante e =

dt @ dt? v

et A(GAO'M) = GA(—wtU, + wt?U,) =| o 0 ol|=-0t?U, - w*tU,
—wt wt> 0

Donc a, = yj — w?t2U, — wztﬁ; = y(sin 8U, + cos 6 U;) — w?t2U, — wztﬁ;
a, = (ysin@ — w?t)U, + (y cos 6 — wzt)UT,
L’accélération de Coriolis

a; = 28Av, =2 w| = —20U; + 4twl,

0
2t 1 0

L’accélération absolue
a; =a; ta;+a;
= @g = 2U, + (ysin 0 — w?t?)Uy + (ycos 6§ — w?t)U, + 4t wU, — 20U,

Alors @,=(2 — 2w + ¥ sin0 — w?t2)U, + (y cos 0 — w?t + 4tw )U_y>
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