Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Chapitre Il : Analyse vectorielle et systemes de coordonnées
1% partie : Analyse vectorielle
1. Introduction

En physique, on utilise deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les

grandeurs vectorielles

-Grandeur scalaire : définie par un nombre (un scalaire) et une unité appropriée
comme : masse, longueur...
-Grandeur vectorielle : c’est une quantité définie par un scalaire, une unité et

une direction comme : la vitesse v, le poids ...

2. Définition d’un vecteur :
Un vecteur est un segment de droite orienté qui a les caracteres suivants :

-Origine ;12w présente le point d’application « A»

B
-Support : J<~ la droite qui porte le vecteur (A) A/'/(A)

-Direction 23l c’est le sens du vecteur (de A vers B)
-Le module : 4L sk donne la valeur algébrique du vecteur AB notée
|4B| = |AB| = AB

3.Propriétés
Vecteur libre : I’origine n’est pas fixe
Vecteur glissant: le support est fixe par contre 1’origine n’est pas fixe

Vecteur lié : I’origine est fixe

Deux vecteurs liés AB et CD d’origines différents sont :

Egaux : s’ils ont la méme direction, le méme support ou des supports paralleles et le

méme module

A/i/e A/E/C/E/
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Oppose : s’ils le méme support ou des supports paralléles, le méme module mais le

sens (la direction) Best Opposés

A//C A/E/D‘/C/

4.\ecteur unitaire :

Un vecteur est dit unitaire si son module est égal a 1

<

On écrit : [id|=1etV = |V|u

<l

5. Mesure algébrique :

Soit un axe (A) portant les points O et A. O est ’origine 1’abscisse du point A est la

mesure algebrique du vecteur 04 0 A (A)

6.0pérations élémentaires sur les vecteurs :
6.1. Addition vectorielle

La somme de deux vecteurs uet v est w obtenue en utilisant le parallélogramme

uw----- -y W
Pour plusieurs vecteurs A+B+C+D=R e
/B l—))
A
_ c
B
Propriétés
A+B=B+4, (A+B)+C=A+(B+C), A—-B=A+(-B)
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Regle de Charles
Soit les trois points A, B et C 4B + BC = AC
6.2 . Produit d’un vecteur par un scalaire : (il alud) gaad)

Le produit d’un vecteur v par un scalaire a est le vecteur v , ce vecteur a le méme
support que ¥ . Les deus vecteurs (U et av) ont le méme sens si a0 et ils sont des

supports opposés st 0=<0 .
[av] = |a||V] , a(@ + V) =ai+av et (a+ pB)u =al+ puU
7. Systeme de coordonnées cartesiennes tridimensionnelles :

Ce systeéme est utilisé pour repérer un point dans I’espace. Il est composé de trois axes

-

(Ox) ; (Oy) et (Oz) munis des vecteurs unitaires 7, et k

Soit x, y t z les projections du point M sur les axes Ox, Oy et Oz avec le point m est la
projection du point M sir le plan (Oxy)

7 A
OM = Om + mM ,
ﬁ M
Omx - xi) _— - k“ i
Om = 0Om, + Om,, avec {_, L, et mM = zk i |
Om, =yj O)— : >
- Iy 4
L v y
YV - - > X :'/,
OM=xt+y/+zk  JrTTttomeees
X m

Donc x, y et z sont les coordonnées cartésiennes du point M

7.1 Somme :

- -

Soit deux vecteurs Aet B , A = xi+yj+zk et B = x'T+y' ]+ z'k
> (X — X! - - N N -
A (JZ’) et B (JZ’,’) donc A+B=x+x)VI++y)j+z+2)k

7.2 Produit: nd =n (g) = nx T+ nyJ + nzk
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7.3 Produit scalaire de deux vecteurs :¢psladd alul) ¢aal)

Soit deux vecteurs Aet B faisant entre eux un angle 0, le produit scalaire AB=m

avec mest un scalaire tel que 4. B = |4|.|B| cos(AB) avec (4,B) = 6
Le produit scalaire est commutatif 4.B = B. A

AA=A% =477

Si 4 (;’Zc) et B (;Z’CE) alorsA.B=x.x'+y.y +z.2

7.4 Produit vectoriel de deux vecteurs :¢ssladd eladl) glaal)

Le produit vectoriel de deux vecteurs Aet Best un vecteur C et s’écrit: C = A A B
7.4.1 Les caractéristiques du vecteur C:

Le support : C est perpondiculaire au plan formé par les deux vecteurs Aet B

Le sens : les trois vecteurs A4, B et C forment une triéde directe

Le sens est donné par la regle des trois doigts de la main droite.

Le module : |C| = |4|.|B|sin(4, B)

Le module du produit vectoriel correspond a 1’air (la surface) du parallélogramme

(£3u=Y) (53l 5is) formé par les deux vecteurs Aet B

Nadia Bachir (Dahmani)
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Le produit vectoriel n’est pas commutatif (Anticommutatif)

-

AB = —B A Acarsin(4,B) = —sin(B, 4)

A C
B B
A
- - { 51 - - -
AB=C BAA =—-C
AN (B; + B,) = AAB; + AAB,
Exemple :

-

Dans une base orthonormée (,7,k) :TAJ=k,JAk =Tetk AT = J Par contre T A
k=-j
Remarqgues : Les propriétés du produit vectoriel sont :

o Non associatif : V; A (V,AV;) # (V; AVR)AV; .
e Distributif par rapport a la somme vectorielle:

Vin (T +73) # (T AT;) + (T ATE)

S /X — X!
Pour calculer le produit vectoriel de deux vecteurs A (327) etB (BZ’,’)on aura

NN L Y 72 X z| =X Y
x vy oz

ANB = U(yz' — zx") — j(xz' — 2x") + K(xy’ — yx)
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7.5. Produit mixte
On appelle produit mixte de trois vecteurs 4, B et C une quantité scalaire m tel que
m = (AAB).C

Avec m présente le volume du parallélépipede (<3bukiwall 53l 5ie) construit par les trois

vecteurs

(T

(AAB).C=A4.(BAC) = (CAA).B I/
«—V B

Le produit mixte est commutatif

N

8. Dérivé d’un vecteur

Soit le vecteur A = x7 + yj + zk qui varie en fonction du temps

Sa premiére dérivé par rapport au temps est

— dA dx. dy. dzo
“ar dr T ad T ar

Le deuxieme dériveée est

-Dérivée d’un produit scalaire

—_—

(i.F) =A4.F +A.F

~

Si B est constant (4.B) = 4".F
(/_1)2)’ =0 car (/_1)2)’ =24.A=0

Le vecteur dérivé est perpoindiculaire au vecteur
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Un vecteur s’écrit A = |A|ﬂ = Au,

si 1 est un vecteur variable alors A’ = A'u + Au’
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TD n® 2 de Mécanique

1¢"¢ partie: Analyse vectorielle

Exercicel

1, J et k étant les vecteurs unitaires des axes rectangulaire Oxyz, on considére les vecteurs :

=1 +3] — 2k 75 =47 2] + 2k et 75 =31—] + 2k

1.
2.
3.

Représenter graphiquement ces 3 vecteurs.
Calculer leurs modules.
Calculer les composantes et les modules des vecteurs.

A=r{+r,+715 e B=r+1r,—7;
Déterminer le vecteur unitaire 1 porté par le vecteur C =r, + 271,
Calculer les produits 7, -7, et AT,

Exercice 2

1. Dans un repére orthonormé Oxyz de vecteurs unitaires 1, j et k, on considére les

bk

vecteurs :

A) = aq i)+a2]_)+ a3l_()

Calculer le cosinus de I’angle ¢ de ces deux vecteurs.

2. Soient les points M; (+1,+1,+1), M2 (+2,+2,+1) et M3 (+2,+1,0) ; calculer I’angle
M;M;M;

3. Déterminer 1’équation du plan (p) passant par le point M2 et perpendiculaire au vecteur
A=31-2]+k

Exercice 3

— -

Soient trois vecteurs 4, B et C, tels que

-

A=-21+j+3k, B=2i—j+k, C=xT+]+zk

Calculer, pour y=1, x et z pour que le vecteur C soit

a- Parallelea A b- Paralléele & B
c- Perpendiculaire a A et B en méme temps.
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Exercice 4:

[ jetig étant les vecteurs unitaires dans le repére orthonormé (Oxyz). Soient deux vecteurs
A et B définis par :

A= —7+4]—2k et B =27 +4] — 5k

1- Calculer (4.B) et déduire I’angle 0= (4,B)

2- Donner (AAB), que représente le module de ce produit (|AAB]).
Exercice 5

On donne les trois vecteurs V; (1, 1, 0), V,(0, 1, 0) et V5 (0, 0, 2).

1. Calculer les normes des trois vecteurs||Vy ||, ||V2]|et || V|, en déduire les vecteurs unitaires
vy, U, et U5 des directions V;, V, et de V5 respectivement.

2. Calculer cos (v, v,), sachant que I’angle correspondant est compris entre 0 et 7.
3. Calculer (v;.v,), (v, Av3) et v;. (v, A v3). Que représente chacun de ces trois produits ?

Exercice 6

On considére dans I’espace rapporté au repére orthonormé direct (O,1,7, l?) les points A(2,
0,0), B(2, —2,0) et C(2, 3, -1).

1. Calculer le produit vectoriel 0ANOB

2. Calculer I’aire du triangle OAB.

3. Calculer le produit mixte (O4, OB, OC), En déduire le volume du parallélépipede
construit sur les vecteurs
4. Entre ces produits, quel sont les produits mixtes qu’on peut calculer

(0ANOE). OC ; OA.(0BAOC); (04.0B) A OC; 0AA(OB.0C):

Exercice 7
Soit un vecteur U = (¢ + 37)/(Vt% + 9)

1. Montrer que U est un vecteur unitaire ?
2. Calculer sa dérivée par rapport au temps ?

Nadia Bachir (Dahmani) 9



Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Corrigés des exercices

Exercice 1
Ona 7=043]—2k 7 =41-2]+2k et 75 =30 —j + 2k

1- La représentation des vecteurs 77, 7, et 713 :

A

Z

V-<

2- Les modules :

|7{|=\/x12+y12+212=\/1+9+4=\/14
75l = Vx2 +y2 + 22 =\V16 + 4 + 4 =24

=Vl T2+ 22 =VoT1+4 =14

3 A=Fi+ T +7; et B=ri+7 —T;

A= 0 +x+x)T+ O+ v, +y)jf + (2, + 2, + z5)k = 8T+ 0] + 2k

Donc A4 = 87+ 2k
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Son module : |A| = V64 + 4 = V68

B=(x+x—x)T+ (1 + v, —¥)] + (21 + 2, — z)k = 20+ 2] — 2k
Donc B = 27 + 2] — 2k
Son module : |[B| = V4 +4 + 4 =12

4- Le vecteur unitaire porté par le vecteur C =7+ 275
C=1+8)i+B—-4)j+(—2+Dk=9T—]+2k
=C=91—-]+2k

Nous avons C = |C|d avec |C| =86

p=f -2y Lt 27
donc u_lfl_\/f%l \/%]+ 86k
5- 1.7, = X1X3 + Y1V, + 212,
ST =4—6—4=—6
T T K| 3 Lo f o201 30
Et A, =[1 3 _2=|_2 2 l—|4 2]+|4 _2|k
4 -2 2
=T AT, = 20— 10] — 14k
Exercice 2
A) = a1 i)+a2]_)+ a3l—{) et E)= b1?+ bz]_)‘l' bgl_()

1- Onad.B = |/_1)| |§|cos<p = a.b; + a,b, + azbs

a,b; + a,b, + asb;

= cosQ =
Jai +a% + a?.\/b? + b2 + b2
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2- Soit M1(1,1,1), M2(2,2,1) et M3(2,1,0). M,

Calculer I’angle M;M,M; :
1-2 -1 S

Ona M,M, = (1 - 2) = <_1> =—1—7 M, M;M;
1-1 0
2—2 0

Et M,M;= (1 — 2) = (—1) =—j—k Ms M,
0—-1 -1

{ M2M1.M2M3 - 1
—
MyM;. M, M5 = |M2M1|. |M2M3|.cost9 =/2.2.cos0 = 2cos6

1
:>2cost9=1=>cost9:E:>9:-_l-rc/3

Alors M;M,M; = +m/3

4. D’équation du plan (p) passant par le point M2 et perpendiculaire au vecteur A=
3i—2/+k

Soit M un point de coordonneées (x,y,z).
x—2
M,M = (y — 2)
z—1
On sait que A perpendiculaire a ce plan donc :
AMM=(x-23-(-22+@Z-1)1=0
= 3x—2y+z—-3=0(*)
(*) est I’équation du plan passant par M2(2,2,1) et perpondiculaire au vecteur A=30-
2] + k

Exercice 3

1

-

Soit trois vecteurs X B et C, tels que

A=-21+7+3k, B=2—j+k, C=xi+1j+zk
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Calculer x,y et z pour que le vecteur C soit :

- >

a- CParallélead siAAC =0

-

_ l
ANC =]|-2

X

|

L3

- -2 3
1 Zl_|

X VA

j+[ k=0

_ ey
N W x|

= ANC=(z-3)i—(-2z2=3x)]+(-2—-x)k =0

z—3=0 X =—2
={-2z—3x=0 donc{ Z__3
—2—x=0 o

-

= C =-2T+ 3k

b- C ParalleleaB siB AC =0

~

121
X Z

B AC = :|_1 1

1 z _>+2 _1|

>
l

-1
1

R N ~
N R X

=>§/\5=(—Z—1)?—(22—x)f+(2+x)E=6

-z—1=0 —
=21{2z—x=0 donc{x_
z=-1
24+4x=0
=C =-21—k

- —

c- C Perpendiculaire a AetB enméme tempssiC = AAB

C=maF =] 1 5= -2 P L
2 -1 1

=C=>0+3)-(-2-6)]+2-2)k
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=C =41+8]

Exercice 4 :

NN

A-Soit les deux vecteurs A (:1:) et B (_5)

1- Le produit scalaire
AB=-2+4+10=12

D’apres la deuxieme écriture du produit scalaired. B = ||AT || ||§ || cos(/f, §)

AB 12
I4l1El ~ ve. 75 0-730

|4]| = V6, ||B|| = V45 donc cos(4,B)=

alors L’angle 6=(4,B)=43.08°

2- Produit vectoriel

N .
ANB={_1 1 —2|=(-5-(-8))-(5-(D)j+(-4-2)k
2 4 =5

= AAB = 31— 97— 6k

Le produit vectoriel AABdonne un vecteur perpendiculaire au plan formé par les deux
vecteurs A etB et le module de ce produit (|| AAB||) présente la surface du

parallélogramme formé par les deux vecteurs A etB
Exercice 5:
On donne les trois vecteurs V;(1, 1, 0), V5(0, 1, 0) et V; (0, 0, 2).

1. Calculer les normes ||V3 ||, ||V |let ||[V5]| :
Calculons les normes des différents vecteurs et les vecteurs unitaires de leurs

directions respectives.
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o A V2 V2
= 2 2 2 = —)=—_1) s U (— —
Vil = V12 + 12+ 02 =vV2 = v; ”V1”, v1(2 > ,0)

—

— 7
A =x/02+12+02=1=>75=”7i”=f; 7;(0,1,0)
2

—

= V.
V3] = V02 + 02 + 22 =\/Z:2=>73:ﬁ; 75(0,0,1)
3

2. On calcule cos (v;,7,) comme suit :

2 .
V1.V, = - et v1.v; = [Vl 192l cos(vy, v7)

V2
= cos(vy,v;) = —
3. Nous avons :
. 2
171 v2:7
LTkl o0, o o
V2 AT3 =101 0[]y {|EHO/+0k =1
001
= 7, AV; =1(1,0,0)
V2 2
vl-(vav3)=7X1+7X0+OXO=7

e Le premier terme représente le produit scalaire entre les vecteurs v; et v, il est égal
au produit du module de la projection de v; sur v, multiplié par le module de v,.

e Le deuxiéme terme est le produit vectoriel entre v, et v5 ; son module est la surface
du parallélogramme formé par les deux vecteurs

e Le dernier terme est le produit mixte entre (v, V5, v3) et qui n’est d’autre que le

volume du parallélépipede construit sur la base des trois vecteurs.
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Exercice 6

A(2,0,0), B(2, -2, 0) et C(2, 3, -1).

1. Le produit vectoriel 0OAAOB
. 2 . 2 . [
0A (0) ;OB (—2) donc OAAOB = |2 o
0 0 2 -2

L’aire du triangle (OAB) est la moiti¢ de I’aire du parallélogramme formé par les deux

vecteurs OA et OB

)_|0_AAO_§| _4

S(OAB “=2

2. Le produit mixte (04, OB, 0C), et le volume du parallélépipéde construit sur

les vecteurs

(0AAOB).0C = ( 0 )( 3 ) =4
—4 -1
Donc le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs=4

Les produits qu’on peut calculer sont
(0AAOE). O = 0A4.(0BAOC);

Par contre ces deux produits sont faux car le produit vectoriel ne peut étre qu’entre

deux vecteurs

(0A.0B)AOC ; ; 0AN(OB.0C);
Exercice 7

Soit un vecteur U = (¢ + 3))/(Vt2 + 9)

1- U est un vecteur unitaire ?

Il faut vérifier que |U| = 1
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U] = \/ EriGRE!

Donc U est un vecteur unitaire.

2- Ladérivée de U :

du d

dt _ dt

V2 —
dl_i_l' t“+9 t.z

(

L
dt

2t

[

3
(i +9)
2t

)i

Vt2+9.

.3
2Vt-+9

dt

du [t
= — _—
dt  \(t? +9)3/2

du (
) — =

dt
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2¢™ partie : Systéme usuel de coordonnées
1. Introduction

Pour résoudre un probléme en physique, il faut repérer la position du point mobile M

dans ’espace OM (t)

La position doit €tre repérer a partir d’un référentiel (repere), on est amené a choisir le

repere adéquat pour 1’utiliser selon le probleme qu’on veut résoudre

Généralement, on utilise les coordonnées Cartésiennes, Polaires, Cylindriques ou

Sphériques
2. Coordonnées cartésiennes

Soit le repére R(O,x,y,z) avec les vecteurs unitaires Z,7 et k
ZA
Avec X, Y et z sont les coordonnées du point M qui

.. : z |
donnent sa position dans I’espace. Ils sont aussi les

composantes du vecteur OM

X : abscisse ; y : ordonnée et z : hauteur
m est la projection du point Mdans Ao

le plan (Oxy)

2.1.Vecteur position

—

OM = xT + yj + zk

Les vecteurs unitaires z, j et k constituent une base liée aux axes (Ox) ; (Qy) et (O2).
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3. Coordonnées polaires

Quand le mouvement d’un point matériel est plan, on peut repérer la position du point

A
matériel M par les coordonnées polaires (p, 0). y
Vo M
ST
I W :
X U ) i
Ug » : >
O XM X

Ou p =|OM| = || et &=(0X, OM) avec 0 < 6 < 2.

p est le rayon polaire et 0 est I’angle polaire
3.1 Vecteur position

Le vecteur position d’un point matériel M en coordonnées polaires s’écrit :

fzmzpfjr

Les vecteurs unitaires U, est suivant OMet Uy est perpendiculaire a U, et OM dans le

sens de 0 (ljr 1 179)

3.2 Relations de passage entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées

polaires

Y
On fait la projection du point M dans le plan (Oxy)>

{xM = |0M|cos® = pcoso o »
—_— l
yu = |OM|sin® = psind XM

—

OM = xp T+ yyuJ = OM /cart = pcosOT + psinOj
OM /pol = pU, et OM/cart = p(cosbi + sind))

= U, = cos6i + sin6]

Régle : la dérivée d’un vecteur unitaire par rapport a un angle est un vecteur

unitaire perpendiculaire dans le sens direct
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RN —_ . . —_— d—)
Le vecteur ug L u, dans le sens de 6 qui correspond au sens direct donc ug = C;;T

Donc uy = —sinf1 + cosby

En faisant la projection des vecteurs unitaires)pn aura les mémes résultats
y(U,)

[

@ 01 @

u, = x(u)i+ y(w,)j = u, = |u,|cosb1 + |u,|sin6] avec |u,| = 1 puisque c’est un

vecteur unitaire donc u, = cos671 + sinfj

upg = x(ug)T+ y(ug)j = up = —|up|sinb1 + |ug|cosdj avec |ug| = 1 puisque c’est

un vecteur unitaire donc g = —sin61 + cos6j

Pour écrire les vecteurs unitaires u, et ug en fonction de 7 et j on utilise le tableau de

passage
[ J
u, cosf siné
Uy - sin@ cosb

1= cos Ou, — sinBuy

] = sin 0w, + cosOug
Exemple :

Ecrire le vecteur 4 = 2x7 + yJ

{x = p cosf {T = cos Ou, — sinBu,y
y = p sinb J = sin 0u; + cosOuy

Nadia Bachir (Dahmani) 20



Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Donc 4 = 2 p cos6 (cos 8, — sinBug) + p sind (sin 0, + cosOuy)

= A =2 p cos?0u, — 2p(cos Osin®)ug + p sin?6 u, + p(sin 6 cosd)ug
= A4 = p (2c0s26 + sin?0)u, — p(cos Osind)ug

= A4 = (p cos?6 + 1)u, — p(cos Bsin®)ug

4. Coordonnées cylindriques

Si on ajoute aux coordonnées polaires la composante « z » dans 1’espace, on aura les
coordonnees cylindriques.
Soit R(Oxyz) et un point M appartenant a un cylindre. Le point M est repeérer par les

trois coordonnées p, 0 (coordonnées polaires) et z

p=|m|, 0< p<R

Avec { g = ((Ox),m),o< 6 < 2m
z=2zy, 0< z<H

Ou m est la projection du point M sur le plan (Oxy).

R est le rayon du cylindre et H la hauteur du cylindre.

Y A Y'
Vue générale
JUUEE CRY ug u—o> uz
/ e M
X /! A P ' \

1 =g 1
F T et
:‘ 0 » X
\ - m

\ 1

N I / Vue en haut
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

4.1.Vecteur position

Le vecteur position en coordonnées cylindriques (p, 0, z) dans le repere orthonormeé

R'(0,u,, ug, u,) s’écrit : hauteur

7 = OM = Om + mM (Relation de Charles)
om = pu, (Coordonnées polaires) =>7=0M = pu, + zu,
mM = zu, (hauteur du cylindre)

Les vecteurs unitaires

Les vecteurs unitaires ﬁp est suivant Om (m est la projection du point M sur le plan
(Oxy))et Uy est perpendiculaire a U, et Om dans le sens de ® (U, L Uy) et U, est
suivant (0z), U, E) et il est perpendiculaire au plan formé les deux autres vecteurs

unitaires (U, et Uy)

4.2.Relations de passage entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées

cartésiennes

En faisant la projection du point m sur les axes (Ox)et

(Oy) (comme les coordonnées polaires) z est la hauteur/—
X = p cosO Zm
{y =psinf \
zZ=12Z
oM Cyll-n=0m+mM=pu_p’+zu_Z’ k
M/cart = xT+ yj + zk

OM/cart = p (cosOT+sin0)) + zk

u, =cosf1+sinfj
- B H P — dT . - -
Par identification Ug = d—e" = —sinf T+ cos 0
u, =k
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

En utilisant le tableau de passage

U J k
u, Cos0 sing 0
Uy - sinf cosf 0
u, 0 0 1

—
Il

sin Ou, + cosbu, etk =u,
5. Coordonneées sphériques

Quand le point O et la distance r séparant M et O, jouent un role caractéristique,
I’utilisation des coordonnées sphériques (7, 8, @) sont les mieux adaptées dans la base

orthonormé (u,, ug, u,) avec :

|{ r=|W|,O<r<R
49=((0x),%) 0< 6<2m
Ikgoz((oz),m) 0< p<m

Avec m est la projection de M dans le plan (QXy)
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

5.1 Vecteur position :Le vecteur position en coordonnées sphériques (r, 8, ¢) s’écrit

par :

Les vecteurs unitaires
Les vecteurs unitaires U, est suivant OMet U, est perpendiculaire & U, et OM dans le

sensde ¢ (U, L U,)et Uy estperpendiculaire & Om (Uy L Om)

5.2. Relations de passage entre les coordonnées sphériques et les coordonnées
cartésiennes

En faisant la projection de m sur les axes (Ox) et (Oy)

X = |W| cos6 0
y= |W| sin 6 r
z = |mM)|
En prenant le triangle droit (OmM) m - o)

Nous avons Om=r sing et mM=r cos®, en les remplacants
dans les relations de passage on aura
X =1 sing cosf

y =r1sing sin6
Z=71CcosQ

M/cart = r sing cosOT + r sing sin 6] + r cos @ k

M/cart =r ( sing cosOT + sing sin 6] + cos @ I?)

Par identification
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

g .

U, = sing cosOi + sing sin 6] + cos @ k

— _ —dU; _ dU;

u, = = = cos@ cosOT + cos @ sinOf —sino k
* = 2o dp @ @ ] @

—

Ug = U, AU, = |sing cosf sing sinf  cos¢
cosp cosf cos @ sinf —sing

= U(—sin%¢ sin @ — cos ¢ sin 0) — j(—sin’¢ cosf — cos*¢ cosh)
+ k(sing cosBcos ¢ sin 6 — sing sin Ocosg cosh)

Uy = —sin 7 + cos6]

En utilisant le tableau de pasage

- - —
l J k
U, sing cosf sing sin 6 cos @
— R .
Uy cos cosf cos ¢ sin 6 -Sin @
Uy —sinf cosf 1

U= sing cosf u, + cosg cosb u, —sin 0 uy
J = sing sinb u; + cose sinf u, + cos 6 ug

i —_ . —_—
k = cosp u, — sing u,

TD n® 2 de Mécanique

2éme partie : systémes de coordonnées
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Exercicel

On considere un vecteur 7, de module r = OM= a 0, porté par un axe OX faisant avec
Ox I’angle variable 0. On désigne par # le vecteur unitaire de OX et par 7 le vecteur

el . . . . N A
unitaire directement perpendiculaire a u. y

- d_) . — —
1. Exprimer d—; en fonction de a, 0, u et n.

. ar ., . .
2. Representer le vecteur d—; d’origine M.

<Y

L
3. Calculer <
a0

Exercice 2

A) Un point matériel M est repéré par ses coordonnees cartésiennes (X,y).
1. Ecrire x et y en fonction des coordonnées polaires p et 6.
2. Donner I’expression du vecteur unitaire 1 en fonction des vecteurs unitaires
T et J.

3. Calculer d”/dg , Que représente ce vecteur ?

y X
M

NP

A0

0

[

OM = t*u

B) Si la position du point M est donnée par {9 .
=w

(w constante)

Trouver I’expression du vecteur vitesse ¥ en coordonnées polaires.

Exercice 3
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Soient dans un repére orthonormé (Oxyz) deux vecteurs unitaires u et v

perpendiculaires et ayant le méme origine de telle sorte que (uw,v’, O_z)) forme un

triedre direct.

- N —> d_) d_)
Si 6 = (Ox, @), calculer alors = et —.
a6 ©- as

Exercice 4

1. Trouver les relations reliant les coordonnées cartésiennes et les coordonnées

cylindriques.

2. En déduire les vecteurs unitaires U,, Uy et U, (coordonnées cylindriques) en

fonction de 7, j et k (coordonnées cartésiennes).

3. Ecrire 4 = 2x7 + yJ — 2zk en coordonnées cylindriques.

Corrigés des exercices
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Exercice 1

Onal|#f|=r=0M = ab

dF — —
_4r _ =7
1 = f(6,a,u,n) =7

#=0M = abid N >
D’aprés le schéma, { U = cosOT + sinbj ... ... (D l X
n = —sinfi + cos6y.

a7 d Gaid) 4 a6 du

— =—(0au) =au+ab -

dg deé do

1) = % = —sinfi + cosOj =1
7 _ + abn
= — =au aon
do
2- % = au + af7 qui a pour origine le point M se présente comme suit :
y A d_?
406 X
Y : \\\\
(p\
ab A
~ M
. TA Ly
n N0 >
o 7 X
3- % =.a?+ (ab)? = aVvl + 62
Exercice 2

A) Un point matériel M est repéré par ses coordonnées cartésiennes (X,y)

1- Trouver x et y en fonction des coordonnées polaires p et 6 ??

D’autre part OM s’écrit par projection comme :

OM = pCOSOT + PSINOT e, ()
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

yA
(1) et (2)=>{x=pc"59 X
y = p sinf M
P
AU
T A e R
o 7 X

2- Le vecteur unitaire i en fonction des vecteurs unitaires 7 et J :

—_—

Ona OM = |OM|[i = pil = pcosbT + psindj

Donc U = cosO7 + sinfj

—

— du . - -
Et n= i —sinft + cosj

n et représentent les vecteurs unitaires de
la base des coordonnés polaires.

4. Calculer I’expression du/ 4o due représente ce vecteur ?

di _ d(cos0T+ sinf])
do do

= —sinfi+ cosj =n

dii . i L :
7, 'ePrésente un vecteur unitaire perpendiculaire a u dans le sens directe.

—
B) La position du point M est donnée par{ BOM _t tu (w constante)
=w

L’expression du vecteur vitesse ¥ en coordonnées polaires est :

_)_dOM_d(tzﬁ)_Zt_)+t2dﬁ’
VETae T T ae ot dt
di _di do
dt _de dr ¢
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Exercice 3

Soient dans un repére orthonormé (Oxyz) deux vecteurs unitaires u et v
perpendiculaires et ayant la méme origine de telle sorte que (w,v, Oz) forme un
triedre direct.

Si 6 = (0x, @), calculant alors Z%et Z—z.

D’aprées le schéma on a :

—

{ U = cosOT + sinfj
U = —sinfl + cosbj

<

(du o I %
i —sinft + cosfj = v av .
= {dﬁ - . - — da g
k% = —cosO1 — sinf] = —u

Ainsi la dérivée par rapport a I’angle 6 d’un vecteur unitaire, est un vecteur unitaire
perpendiculaire directement a ce dernier dans le sens direct.

Exercice4

1. Les relations reliant les coordonnées cartésiennes (X, y, z) aux coordonnées

cylindriques (p. 0. 2) :

Soit 7 = OM = xi + y] + zk

m est la projection du point M sur le plan (Oxy).

ZA
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

Y A

Vue en haut

OnaOM = Om+mM
om = |W|1Tp=pcosef+psin 07F

Et

il = [07] = 2k = 7k

Donc OM = Om + mM = pcosO T+ psin 0] + zk

On peut écrire le vecteur position en coordonnées cylindrique par la relation suivante :

W=pu_’p+zﬁz

Les relations qui lient les coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques

sont :
X = pcos0
y = psinf
Z=2Zy

e Les vecteurs unitaires de la base des coordonnées cylindrigues :

_O__M_) _____’ __9_ — —
cylin = Om + mM = pu, + zu,
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Chapitre 2 : Analyse vectorielle et systemes de Coordonnées MI

M/CaT‘t = X?‘f‘ YJ_)+ ZE

OM/cart = p (cosOT+sin0)) + zk

Par identification

u, =cosfi+sinf

du,
{ngd—epz —sinf i1+ cosB]
\ w =k

Remargue :

On peut écrire les vecteurs unitaires de la base des coordonnées cartésiennes en
fonction des vecteurs unitaires de la base des coordonnées cylindrique a partir du

tableau ci-dessous:

[ J Kk

u, |Cos® |Sin6 |0 I = cosBu, — sinb ugy

— . = { J = sinBu, + cosBugy

Uy |-sin@ | CosB |0 J N 0

— k=u,

@, |0 0 1

Ecrire 4 = 2x7 + yJ — 2zk en coordonnées
cylindriques.
x = pcosf T = cosBu, — sinb ug

Ona {y = psind et { J = sinbu, + cosbuy

Donc 4 = 2xi + yJ — 2zk s’écrit :
= A= ZpCOSQ(COSGu_p’ —sin@ ug) + psin@(sineu_p’ + cosBuy) — 2zk
= A = (2pcos6? + psing?)u, + (—2pcosBsin® + p cosOsin®)ug — 27k

= A = p(cosh? + cosH? + sin@*)u, + p cosO sinB(—2 + Dugy — 27k
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= 4 = (cos6? + 1)pu, — pcosBsinOu, — 2zu,
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