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Exercice 1. ( 10 Pts)
I) Soit

x = 1 +
1

22
+

1

32
+ ...+

1

(2021)2
.

1) Véri�er que pour tout n ≥ 2, on a

1

n2
<

1

n− 1
− 1

n
.

2) En déduire que
1

22
+

1

32
+ ...+

1

(2021)2
< 1.

3) Déterminer E(x), la partie entière de x.
II) Soit (un) la suite à termes strictement positifs dé�nie par

u1 = 1, un+1 =

√
u2
n +

1

2n
.

1) Montrer que (un) est strictement croissante.
2) Montrer par récurrence que

∀n ≥ 2, u2
n = 1 +

1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n−1
.

3) En déduire que (u2
n) est majorée.

4) Montrer que (un) converge et déterminer sa limite.

Exercice 2. ( 4 Pts)
Soit f(x) = ln(−x2 + x+ 2).
1) Déterminer l'ensemble de dé�nition Df de f.
2) En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, montrer que l'équation f(x) = x admet au
moins une solution dans ]0, 1[. ( On donne ln(2) = 0.6).

Exercice 3. ( 6 Pts)
Soit f la fonction dé�nie sur R par f(x) = ex.
1) Montrer que ∀x < 0, ∃c ∈]x, 0[ tel que xec = ex − 1.

2) En déduire que lim
x→0−

ex − 1

x
= 1.

3) Soit g la fonction dé�nie sur R par

g(x) =


ex − 1

ex + 1
si x ≤ 0,

ax si x > 0,

où a ∈ R.
a)Montrer que g est continue sur R.
b)Pour quelles valeurs de a, la fonction g est-elle dérivable sur R?
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Exercice 1. ( 10 Pts).
I) On a x = 1 + 1

22
+ ... + 1

(2021)2
.

1) On a pour tout n ≥ 2,

1

n− 1
− 1

n
=

1

n(n− 1)
>

1

n2
, puisque n2 > n2 − n. (1Pt)

2) On a
1

22
< 1− 1

2
1

32
<

1

2
− 1

3
.

.
1

(2021)2
<

1

2020
− 1

2021
.(0.5Pt)

La somme terme à terme donne

1

22
+

1

32
+ ... +

1

(2021)2
< 1− 1

2021
< 1 (1Pts)

3) Remarquons que

1 +
1

22
+

1

32
+ ... +

1

(2021)2
< 2,

impliquant que x < 2.
D'autre part, pa dé�nition, x > 1. Donc, 1 < x < 2.(1 Pt)
Ainsi, E(x) = 1. (0.5 Pt)
II)On a

u1 = 1, un+1 =

√
u2
n +

1

2n
.

1) Pour tout n ≥ 1, on a

u2
n+1 = u2

n +
1

2n
.

Donc, u2
n < u2

n+1 et puisque un > 0, alors un < un+1.
Ceci veut dire que (un) est strictement croissante. (1 Pt)
2) Montrons par récurrence que

∀n ≥ 2, u2
n = 1 +

1

2
+ ... +

1

2n−1 .....(Pn)

Pour n = 2, on a u2
2 = 1 + 1

2
et ceci est vraie par dé�nition. (u2 =

√
u2
1 + 1

2
avec u1 = 1.)

Alors, par récurrence, supposons que (Pn) est vraie pour un certain rang et montrons que

u2
n+1 = 1 +

1

2
+ ... +

1

2n
.



On sait par dé�nition que

u2
n+1 = u2

n +
1

2n

= 1 +
1

2
+ ... +

1

2n−1 +
1

2n
. (1Pt)

3) Remarquons que u2
n est la somme d'une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 1

2
.(0.5

Pt) Ainsi,

u2
n =

1− 1
2n

1− 1
2

= 2(1− 1

2n
) < 2. (1Pt)

Donc, (u2
n) est majorée par 2.(0.5 Pt)

4) Puisque un > 0 et u2
n < 2, alors 0 < un <

√
2. Ainsi, (un) est majorée.(0.5 Pt) En plus, elle

est strictement croissante, donc (un) converge vers une limite notée l. (0.5 Pt)
On a

lim
n→+∞

u2
n = lim

n→+∞
2(1− 1

2n
) = 2. (0.5Pt)

Ceci implique que l2 = 2 impliquant que l =
√

2. ( l > 0). (0.5 Pts)
Exercice 2. ( 4 Pts).

On a f(x) = ln(−x2 + x + 2).
1) Remarquons que le polynôme −x2 +x+2 est strictement positif dans ]−1, 2[. ( −x2 +x+2 = 0
avec ∆ = 9, donc deux solutions −1 et 2) Ainsi, Df =]− 1, 2[. (1.5 Pt)
2) On pose g(x) = f(x)− x. La fonction g est continue sur [0, 1]. (0.5 Pt)+(0.5 Pt)
D'autre part,

g(0) = f(0)− 0 = ln(2) > 0 (0.5Pt)

et
g(1) = f(1)− 1 = ln(2)− 1 < 0. (0.5Pt)

Donc, par le théorème des valeurs intermédiaires,∃c ∈]0, 1[ tel que g(c) = 0⇔ f(c) = c. (0.5 Pt)
Exercice 3. ( 6 Pts).

1) Remarquons que ∀x < 0, la fonction f(x) = ex est continue sur [x, 0] et dérivable sur ]x, 0[.
(0.5 Pt)
En utilisant le théorème des accroissements �nis, ∃c ∈]x, 0[ tel que f(0)−f(x) = (0−x)f ′(c).(0.5
Pt) Ainsi,

1− ex = −xec ⇒ xec = ex − 1. (0.5Pt)

2) On a
x < c < 0⇒ ex < ec < 1

⇒ ex <
ex − 1

x
< 1

Quand x→ 0 et par le théorème d'encadrement, on obtient lim
x→0−

ex − 1

x
= 1 (1.5 Pts).

3) a) Remarquons que la fonction g est continue sur R∗. (0.25 Pt).
Maintenant, pour le point 0. On a

lim
x→0−

ex − 1

ex + 1
= 0 = g(0) et lim

x→0+
ax = 0 = g(0), ∀a ∈ R.

Donc, g est continue en 0. (1 Pt)
b)Remarquons que g est dérivable sur R∗. (0.25 Pt) Pour la dérivabilité en 0, on a

lim
x→0−

g(x)− g(0)

x− 0
= lim

x→0

ex − 1

x(ex + 1)
=

1

2
(0.5Pt)

lim
x→0+

g(x)− g(0)

x− 0
= lim

x→0

ax

x
= a (0.5Pt)

Donc, g est dérivable en 0 si et seulement si a = 1
2
. (0.5 Pt)
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