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Controle continu
de
Introduction aux problémes hyperboliques

Exercice 1
1. Vérifier si le systéme suivant est hyperbolique

U+ uy — v, = f(2,1)
{ ve + 2u, = g (x,t) (1)

2. Résolution de(1)dans le cas on f =g =0.

3. Comment déterminer la solution dans le cas ou f et g sont non nulles.

Exercice 2
On considére le probléeme de Cauchy suivant

u(2—u) _ >
{ ut—&-(iz )I 0,t>0,x€R )

u(z,0) = up(x)

N 1 si z<1
olu(z) =13 g & Lo

1. Donner la définition de solution faible de(2) .
2. Représenter les caracteristiques de(2)
3. Donner une solution faible entropique de (2). Est elle unique?

4. Représenter la solution trouvée aux tempst =0,t=0.5 ett =1

Exercice3
En utilisant la méthode des caractéristiques, donner une solution faible du

probléme (3) en précisant le temps maximal d’existence de la solution :
u? _
w+ (%), =0, 3)
u(0,2) = ug ()

N B —a(l—e®) si <0 |
Ouuo(x){—a(l—e_”) si x>0’a>0'
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Exercice 1
Le systéme linéaire non homogeéne

{ U+ Uy — vy = f(z,1)

vy — 2u, = g (z,t)

s’écrit sous forme

U, + AU, = F

OﬂU:<Z>;A:<_12 —Ol ) etF(%t):(gg:;)))

1. Le systéme est stictement hyperbolique car les valeurs propres de A sont

réelles distinctes :
AM=—-1l< =2
2. Résolution de(1l)dans le casou f=¢g=0
Vecteurs propres: d; = ; et do = ( jl )

2
En opérant le changement U = PV <=V = P~
plé et s’écrit

En posant P = ( ! _11 ) ;alors P71 = (

[SSIINM
“OJM—A
_

)

oo

Vi+ DV, =0

N (-1 0
D=P AP—( 0 2)

on obtient alors V (z,t) = ( gil((;gj;t))

U (z,t) = ( u(z,0) ) _ ( g1 (@ + ) + g2 (x — 28) >

ou

v (z,t) 2g1 (x +t) — g2 (v — 2t)
3. Dans le cas ou f et g sont non nulles, le systéme découplé s’écrit:
1 1
Vi + DV, = P71F = ( 3/ 39 ) - ( Zl )
2

3J — 39

cad VF + A\ VF = hy avec k = 1,2

si on pose z=V* le systéme caracteristique associé est alors

U le systéme est décou-

3)

) :avec gy fct de classe C!. Et



de _ =
{dzdt—)\k :>{ dzf At +Cqenns (1)

at :hk (x,t) at —hk- ()\kt+01,t)(2) ’
la connaissance des h, permettra de définir explicitement les caractéris-

tiques et exprimer z en intégrant (2).

Exercice 2
On considére le probléeme de Cauchy suivant

wp + (@)x —0,t>0,z€R
u (z,0) = up(x)

. 1 si z<1
otuo(z) =1 o G ps1

1. Ona f(u) = @ = f'(u) = 1—u = f"(u) = —1(le flux est concave).
L’équation de la caractéristique de pied (£,0) est donnée par

z(t) = £+ f'(uo ()t

I’expression de ug permet d’obtenir :

_ & siéE<1
:”(t)_{ €4t siE>1

La donnée initiale du probléme de Riemann a un saut décroissant et le
flux est concave donc 'unique solution entropique présente une onde de
raréfaction centrée en (1, 0)

La solution est donc

1 si z <1,
u(w,t) =< 1-221 si l<a<1+t
0 si rz>1+1¢



=
r=0.5
=1

Exercice3
UB
w+ (%) =0 ©)
uw(0,z) = ug (z) ’

N B B —a(l—e¢") si <0
ot uo(z) = h(z) = { —a(l—e®) si x>0 @
Systéme caractéristique en posant z =u(x,t)

de __ 2
T—Z
[

z
dt

> 0.

La donnée initiale permet d’obtenir la relation
z = cste = h(§)
z=h()"t+¢

Et la solution vérifie alors

u=h(z—u’t) (7)

L’équation de la caractéristique de pied (£,0) est donnée par

w(t) =&+ (h (€)%

La dérivée de ug est discontinue, la solution cherchée ne peut etre classique.
x =& +h* (&)t

T &yt B2 (6t ,se coupent en un point (z,t)
=& 2

Deux caractéristiques {

avec
R e
h? (&) — h? (&)
De 7 on a
r' (§)

RS EEGIIGY
donc si 2k (&) B’ (€) < 0 u, devient oo & un temps
—1

TG



la valeur la plus petite de t correspond a & = £you h(§) A’ (€) admet un
minimum

Calcul du minimum de F (§)=h (&) k' (£)

[ —2a%(1 —€d)ef siE <0
F (&)= { 262(1 —e $)e € si € >0

piev | —2a%(1—2e%)ef siE <0
F'(€) = { 20%(1 —2e8)e ¢ sié>0
/ _ E=—-In2 sié<0
F(f)_o‘:*{ E—n2si¢>0

Flnl)=-2 s ¢<0 et F(In2)=% si £>0

-1 2

min 2k (1 (€))  a?
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