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Examen Final

Exercice 1 : Inégalité de Hardy (08 points)

Soit p €]1,4+00]. A toute fonction f € LP(R™) on associe la fonction F' définie sur R} par

1. Montrer que F' est bien définie.

2. On suppose que f € C.(Rf,R*") (fonction continue positive sur R*, a support
compact).
— Montrer que

/0+OO F(z)?dx = —p /0+OO rF(x)P ' F' () da.

+oo
/ F(x)Pdx = / f(x)dx.
0
3. En déduire I'inégalité de Hardy pour f € C.(RF,RT) :

|1, < HfH

— Montrer que

4. Montrer que 'inégalité reste vraie pour une fonction continue sur Rt & support
compact.

Exercice 2 : (06 points)

Soit (fn)nen la suite des fonctions définies par
ful@) = VnXpni 1) (7)

1. Montrer que f,, converge faiblement vers 0 dans L?([0, +oc[) mais ne converge pas
fortement dans L?([0, +o0).

2. Montrer que f, converge fortement vers 0 dans LP([0, +oo[) pour p < 2.



Exercice 3 : (06 points) Inégalité d’interpolation :

Soit f € LP(Q) N LIQ) avec 1 < p < g < oo. Montrer que f € L"(€2), pour tout
r € [p,q] et que

1, <A1,

Ou « satisfait
11—«

o}
p q

0<a<l.

1
r

Exercice (Controle continu) (10 points) :

1. Soit f € L9(2), montrer que

/ ()| dt = q/mt‘“wf(t) dt.
Q 0

os(k) = [{z € Q: |f(x)] > k}|, k>0,

2. Soit (f,), une suite dans LP(€)) avec 1 < p < oo converge faiblement vers f pour
la topologie o(LP(2), L (Q)) et h,, converge fortement vers h dans L? (Q), montrer
que

(o) = {.1)

Bonne chance.
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Correction de I’Examen final

Exercice 1 : Inégalité de Hardy (08 points) :

Soit p €]1,+00[. A toute fonction f € LP(R™) on associe la fonction F' définie sur R} par

Flz) =+ /0 " re) dt.

X

1. Montrer que F' est bien définie. Au voisinage de 0, la fonction F' est finie, et au voisinage
de +oo alors F aussi et finie et tend vers 0, et si z €]e, +00[ la fonction F est bien définie,
et on a

|F(x)] = |;/Oxf(t)dt| < |i|(/0x|f(t)|pdt)ixi' <

C
1 < 00, pour tout x € R ... (01 point).
z 7

2. On suppose que f € C.(R},RT) (fonction continue positive sur RT, & support compact).
— Montrer que

+o0 +o0
F(z)Pdx = —p/ cF(2)P" F' (2) dx.... (02 points). (1)
0 0
(11 suffit d’utiliser I'intégration par partie, avec le fait que f a support compact ).
— Montrer que

+oo +oo
FlzPde = 2 F(z)""'f(z)dz.... (02 points)
0 p—1.Jo
11 suffit de remarquer que : (zF(x)) = (/ f(t)dt), alors zF'(x) = —F(x) + f(x) en
0
remplagant dans la formule , on aura

+o00o +oo +oo +oo
FlaPdr=—p [ Fa) (—F(2)+f(x)) dz = p / F(a)? dz—p / Fla)P ' f(2) dx.
0 0 0 0
D’ou le résultat.
3. En déduire I'inégalité de Hardy pour f € C.(R},RT) :
p
171, < =171,
En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
+00 p +o0 1 D +oo p=1 ~ [+o0 1
Papde= L= [ Papp@yde < Lo ([ F@)T ([ s,
0 p—1Jo p—1"Jo 0
Alors »
17l 2l (02 points)



4. Montrer que I'inégalité reste vraie pour une fonction continue sur R™ & support compact.
Meme si f n’est pas positif, il suffit de considérer

F) = [C1r)de

Xz

De la question précedente, pour tout H € LP(]0, +oc[), on a
p
[ H|lp< ﬁllfllp
Et comme |F(z)| < H pour tout z > 0 on a

p .
L e ——— (01 point)

Exercice 2 : (06 points) :

Soit (fn)nen la suite des fonctions définies par
fn(aj) = \/ﬁx[n,nJr%}(li)

1. Quelque soit g continue a support compact,

1

+o00 n+—
/0 fu(z)g(z) dx = \/ﬁ/ g(z)dz — 0 M —> O0.ieesieeeanns (02 points)

n

Par densité des fonctions continue a support compact, f, converge faiblement vers 0.
Comme f,, converge presque partout vers 0 on conclut que f,, ne converge par fortement
vers 0 dans L2([0, +-o0[) car

[P P — (02 points)

2. Pour p < 2,0na

+00 n-i-;ll
| i@ = [T n
0 n

Donc f,, converge fortement vers 0 dans LP([0, +00|)

[SIiS)

—0 N — OO.eeeeeenannn. (02 points)



Exercice 3 : (06 points) : Inégalité d’interpolation :

Soit f € LP(Q) N LI(N) avec 1 < p < ¢ < oo. Montrer que f € L"(Q), pour tout r € [p,q]
et que

171, < 700,

Ou « satisfait ) )
e, -a 0<a<l.

r . p q

Par l'utilisation de l'inégalité de Holder (avec ra < p) :

p—ra

9= [ 5@l de= [ 15@rOli@ide < ([ 15@lran)” ([ 1775w a) 02 points)

a condition que r(1 — a)pf’m < q ce qui est vrai, pour ra < pet 0 < a < 1 on applique a
nouveau l'inégalité de Holder, ............. (02 points), on obtient avec

p—ra pr(l—a) r(l—«a)

1917 = [, s de < Wl ([ 1s@iedn) o7 < ([ 1se@ide) T < DA

Alors

L < IS e (02 points)

Correction du Contrdle continu.

Exercice (Controle continu) (10 points) :

1. Soit f € LY(Q), pour ¢ > 1 montrer que

+o0
/ |f(t)|9dt = q/ tT o p(t) dt...... ...(06 points)
Q 0
Ou
pp(k) =|{z € Q: (@) > K}, k>0,
On commence par le cas ¢ = 1, soit
1 si t>0
H(t) = { 0 si t<0



Alors
1 si |f(x)| >k

H @) - k) = { : i
On pose g(x) = |f(x)|? alors g € L}(Q) et

pq(k) = [{z €01 |g(@)| > k}| = [{z € Q: |f @) > k}| = |[{ € Q: ()] > k1)

Alors @y (k) = @ (k). (01 points).
D’autre part,

J o) = [ st an
/[)+Oo<pf(k)dk=/0+°°/QH(f(x)yk)dwdk

En utilisant Fubini on obient

[T ewar = [ [T 5@ -k kas

Alors, / |f(z)|dx = /+oo (k) dk..oooviiiiii (03 points)
Q 0

1
On considere maintenant le cas ¢ > 1 On pose t = kv alors k = t7 et dk = ¢t~ dt, de
sorte que :

/ |f(t)]?dt =q /+oo t97 oo (t) dt (02 points)
O ) FE) b,

. Soit (fn)n une suite dans LP(Q)) avec 1 < p < oo converge faiblement vers f pour la
topologie o(LP(Q), L? (Q)) et h,, converge fortement vers h dans L (), montrer que

<fna hn> — <f, h> .......... (04 points) :

Notons que

ushn) = [ fu(a)in(a) do
’<fn7 h’ﬂ> - <f, h>‘

IA

U nllplBn = Rlly+|CFn = o DYoo (02 points)

Or h,, — h dans L? (Q) et f, — f dans LP(Q) <= (fn,h) — ([, h).
Alors

~
>

(frshn) — (fih) e (02 points)

Bonne chance.

[{frns ) = (fo 1) = (fs D)+ (Frs B < [(Frs B = B)| + [(for = 1))



