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Examen
de

Méthodes de résolution des problèmes elliptiques

Exercice1(10pts)
Soient 
 un ouvert borné et régulier de RN , f 2 L2 (
) :

On considère l�́ equation

��u+ sinu = f dans 
; u 2 H1
0 (
) (E)

1. Véri�er si J : H1
0 (
)! R ;

J (v) :=

Z



�
jrv (x)j2 � cos (v (x))� f (x)

�
dx

est la fonctionnelle d�énérgie associée à (E)

2. Montrer que (E) possède au moins une solution faible.

3. On considère maintenant l�équation

��u+ � sinu = f dans 
; u 2 H1
0 (
) (E�)

Montrer que pour u1; u2 2 H1
0 (
) ; deux solutions de (E�) on a

0 =

Z



�
jr (u1 � u2)j2 + � (sin (u1)� sin (u2)) (u1 � u2)

�
dx

� (�� C j�j) ku1 � u2k2L2

où

� = inf
v2H1

0 (
); v 6=0

krvk2L2
kvk2L2

et C est une constante à préciser.

4. En déduire que si j�j < �
C , alors l�équation (E�) admet une solution

unique.

Exercice2(10pts)
Soient 
 un ouvert borné de RN ; N � 3:Pour p � 1;on dé�nit la fonctionnelle

� :W 1;p
0 (
)! R;

� (u) =
1

p

Z



jrujp dx

1



1. Véri�er que � est di¤erentiable sur W 1;p
0 (
) et

h�0 (u) ; vi =

Z



jrujp�2ru:rvdx

= �h�pu; vi

où

�pu =
NX
i=1

@

@xi

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi

!

2. On considère l�opérateur

A = ��pu+ bru

véri�er que A est bien dé�ni de W 1;p
0 (
) dans

�
W 1;p
0 (
)

�0
:

3. Montrer que A n�est pas la di¤erentielle au sens de Gateaux d�une fonc-
tionnelle.

4. Montrer que A est monotone.
(ind: utiliser la convexité de la fonction t jtjp :)

5. Pour f 2 Lp (
) ; expliquer comment on peut montrer l�existence de solu-
tion faible du problème suivant�

��pu+ bru = f
u = 0 sur @
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Exercice1(10pts)

 un ouvert borné et régulier de RN et f 2 L2 (
) :

On considère l�́ equation

��u+ sinu = f dans 
; u 2 H1
0 (
) (E)

1. 2ptsJ : H1
0 (
)! R ;

J (v) :=

Z



�
jrv (x)j2 � cos (v (x))� f (x)

�
dx

J est C1et sa di¤erentielle en u est donnée par:

J 0 (u) v := 2

Z



rv (x)ru (x) + sin (u (x)) v (x) dx

Par la formule de Green , on obtient alors

J 0 (u) v =

Z



[�2�u (x) + sinu (x)] v (x) dx

J n�est pas la fonctionnelle d�énérgie associée à (E) car un point critique
de J n�est pas solution faible de (E).

2. 4pts Existence d�au moins une solution faible.de (E)
On montre son existence par approche variationnelle, on considère la fonc-
tionnelle � : H1

0 (
)! R ;dé�nie par

	(u) :=
1

2

Z



�
jruj2 � cos (u)� f:u

�
(x) dx

et en utilisant cos (u) borné par 1 et l�inégalité de Holder, on obtient

	(u) � 1

2
kruk2L2(
) �mes (
)� kfkL2 kukL2

1



et par l�inégalité de Poincaré on a l�existence d�une constante C = C (
) >
0;

	(u) � 1

2
kruk2L2(
) �mes (
)� C kfkL2 krukL2(
) > �1

de plus si l�on pose X = krukL2(
) ;le polynome

1

2
X2 � C kfkL2 X �mes (
) !

X!1
+1;

ce qui permet de déduire que 	 est coercive sur H1
0 (
)

	 (u) !
kuk!1

+1

Montrons que 	 : H1
0 (
) ! R est faiblement semi continue inferieure-

ment. Pour une suite (uk)k2N � H1
0 (
) telle que uk * u 2 H1

0 (
),
montrons que

lim inf
k!1

	(uk) � 	(u)

Tout d�abord, 
 étant borné on peut considérer

kukH1
0 (
)

= krukL2(
)

a) (uk)k converge faiblement elle est donc bornée. Par l�injection compacte
de H1

0 (
) dans L
2 (
) ;de toute suite bornée de H1

0 (
) on peut extraire
une sous-suite qui converge (fortement) dans L2 (
). En particulier,on
peut supposer, en passant à une sous-suite, que uk ! u fortement dans
L2 (
) c.à.d

jjujjL2(
) = lim
k!1

jjukjjL2(
) = lim inf
k!1

jjukjjL2(
)

b)H1
0 (
) étant un Hilbert, par dé�nition de la convergence faible on a

pour tout v 2 H1
0 (
)

hu; vi = lim
k!1

huk; vi � lim inf
k!1

kukkH1
0 (
)

kvkH1
0 (
)

Donc

kukH1
0 (
)

= sup
v2H1

0 (
);v 6=0

hu; vi
kvk � lim inf

k!1
kukk

c) Puisque � cos (uk) � �1, le lemme de Fatou donne

lim inf
k!1

0@Z



� cos (uk) dx

1A �

0@Z



lim inf
k!1

(� cos (uk)) dx

1A

2



De a), b), c) et lim inf(A+B) � lim inf A+ lim inf B
on obtient

lim inf
k!1

	(uk) � 	(u)

Conclusion : H1
0 (
) sous-espace vectoriel fermé de H

1 (
), est un convexe
fermé. � est faiblement semi continue inferieurement minorée et coercive ,
elle admet un minimum sur H1

0 (
) et par suite il y a existence de solution
faible pour (E) :
remarque il est possible de montrer cette existence par la théorie de point
�xe.

3. 3pts Si u1; u2 2 H1
0 (
) sont solutions de (E�) on a

��(u1 � u2) + �(sin(u1)� sin(u2)) = 0 dans 


en multipliant cette équation par u1 � u2 et en en integrant sur 
 on
obtient en utilisant la formule de Green,

0 =

Z



��(u1 � u2)(u1 � u2)dx+
Z



(u1 � u2)(sin(u1)� sin(u2))dx

=

Z



�
jr(u1 � u2)j2 + (sin(u1)� sin(u2))(u1 � u2)

�
dx:

Et en utilisant le théorème des accroissement �nis pour la fonction sin :
sur [u1 (x) ; u2 (x)] (oubien[u2 (x) ; u1 (x)]);on a l�existence d�un �; u1 (x) <
� (x) < u2 (x) p.p sur 
Z



(u1 � u2)(sin(u1)� sin(u2))dx = �
Z



(u1 � u2)2(
sinu1 � sinu2
u1 � u2

) (x) dx

=

Z



(u1 � u2)2 cos � (x) dx

� �
Z



(u1 � u2)2dx = �ku1 � u2k2

D�autre part, Z



jr(u1 � u2)j
(u1 � u2)2

2

(u1 � u2)2 dx

� inf
v2H1

0 (
); v 6=0

krvk2L2
kvk2L2

Z



(u1 � u2)2 dx
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Ce qui entraine que

0 =

Z



�
jr(u1 � u2)j2 + �(sin(u1)� sin(u2))(u1 � u2)

�
dx

� (�� j�j) ku1 � u2k2L2

4. 1ptSi l�on suppose que (E�) admet deux solutions distinctes notées u1; u2
alors à partir de la question précédante si j�j < �, on arrive à une contra-
diction

0 > 0

Alors l�équation (E�) admet une solution unique si j�j < �.
Exercice2(10pts)

Soient 
 un ouvert borné de RN ; N � 3:Pour p � 1;on dé�nit la fonctionnelle
� :W 1;p

0 (
)! R;

� (u) =
1

p

Z



jrujp dx

1. 3pts � est di¤erentiable sur W 1;p
0 (
)

� est Gateau di¤erentiable
la fonction t '0 (t) := 1

p jtj
p
;est C1 et '0 (t) = jtjp�2 t, par conséquent

pour presque tout x 2 
;et pour tout u; v 2W 1;p
0 (
)

lim
t!0

jru (x) + trv (x)jp � jru (x)jp

t
= jru (x)jp�2ru (x)rv (x)

ce qui entraine

jru+ trvjp � jrujp

t
�

����jru+ �rvjp�2 (ru+ �rv)rv����
� Cste

�
jrujp�1 jrvj

�
+ jrvjp 2 L1 (
)

th.convergence dominée
=) lim

t!0

Z



jru(x)+trv(x)jp�jru(x)jp
t dx =

Z



jrujp�2ru:rvdx

� est gateaux di¤erentiable et

h�0 (u) ; vi =
Z



jrujp�2ru:rvdx

(On peut montrer que �0 est continue en utilisant le th. de convergence
dominée)
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Et en utlisant l�integration par parties (formule1 de Green) et la de�nition
de �p on montre Z




��p:vdx =
Z



jrujp�2ru:rvdx

2. 1pt Par dé�nition de ��p et r, l�opérateur

A = ��pu+ bru

est bien dé�ni de W 1;p
0 (
) dans

�
W 1;p
0 (
)

�0
=W�1;q (
) :

3. 2ptsD�après question1, ��p est la di¤erentielle au sens de Gateaux de
fonctionnelle � donc A n�est pas la di¤erentielle au sens de Gateaux d�une
fonctionnelle car bru ne l�est pas. En e¤et s�il on suppose le contraire
qu�il existe une fonctionnelle I,

I :W 1;p
0 (
)! R; telle que I 0 (u) v =

Z



(bru) vdx

alors en posant ' (t) = I (t:u) on a,

'0 (t) = I 0 (t:u)u =

Z



(bru)udx = 0

ce qui implique ' (0) = ' (1) donc

I (u) = I (0) = 0;

contradiction!

4. 2ptsA étant un opérateur di¤erentiel linéaire, A est monotone si pour
u; v 2W 1;p

0 (
) ; hA (u� v) ; u� vi � 0
posons w = u� v ,

hAw;wi = h��pw;wi+ bhrw;wi

or, si w 2W 1;p
0 (
) ;la formule de Green (integration par parties )

hrw;wi =
NX
i=1

Z



@w

@xi
wdx = 0

Donc;
hAw;wi = h��pw;wi

5



Montrons que ��p est monotone
puisque la fonction t jtjp est convexe, sa dérivée est croissante,donc

8t; s 2 R;
�
jtjp�2 t� jsjp�2 s

�
(t� s) � 0 (1)

utilisant la question 1 et(1) , on obtient:

h��pu� (��pv) ; u� vi

=

Z



NX
i=1

 ���� @u@xi
����p�2 @u@xi �

���� @v@xi
����p�2 @v@xi

!�
@u

@xi
� @v

@xi

�
� 0

5. 2ptsPour f 2 Lp (
) ; l�existence de solution faible du problème suivant�
��pu+ bru = f
u = 0 sur @


ne peut être établie en minimisant une fonctionnelle d�après la question
3. On peut utiliser la théorie d�opérateurs monotones en appliquant le
théorème de Minty -Brouder, établissant la surjection de l�opérateur A:
W 1;p
0 (
) étant un Banach re�exif séparable, on doit montrer que A est

borné, hemicontinu et coercif.

+2pts pour ceux qui établissent ces propriétés.
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