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Examen
de
Méthodes de résolution des problémes elliptiques

Exercicel(10pts)
Soient ) un ouvert borné et régulier de RY, f € L% (Q).
On considére I’ “equation

—Au+sinu = f dans Q, u € H} (Q)
1. Verifier si J : H} (Q) = R,

J (v) ;:/(|Vv(x)\2—cos(v(x))—f(x)) dz

Q
est la fonctionnelle d’énérgie associée a (E)
2. Montrer que (F) posséde au moins une solution faible.
3. On considére maintenant I’équation

—Au+ Asinu = f dans Q,u € H} ()

Montrer que pour ui,us € H} (Q), deux solutions de (E,) on a

0= / (|V (uy — ug)|® + A (sin (uy) — sin (uz)) (ug — UQ)) dz

Q
> (o= CA]) s — uall7-
ou )
V72

a = 2
vEH (Q); v#£0 ||U||L2

et C' est une constante a préciser.

(Ex)

4. En déduire que si [A] < &, alors I'équation (£)) admet une solution

unique.

Exercice2(10pts)

Soient © un ouvert borné de RV, N > 3.Pour p > 1,on définit la fonctionnelle

d:WyP (Q) — R,
P (u) = 1/ |Vu|” dz
p

Q



. Veérifier que ® est differentiable sur Wy ? () et

(@' (u),v) = /|Vu|p_2 Vu.Vudz
Q
= _<Apu’ v>
ou N
o (|ou|"? du

. On consideére l'opérateur

A=—Ayu+bVu

!
vérifier que A est bien défini de W,* (Q) dans (WO1 P (Q)) :

. Montrer que A n’est pas la differentielle au sens de Gateaux d’une fonc-
tionnelle.

. Montrer que A est monotone.
(ind: utiliser la convexité de la fonction t~ [t|7.)

. Pour f € LP (), expliquer comment on peut montrer ’existence de solu-
tion faible du probléme suivant

—Apu+bVu = f
u=0 sur 9N
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Corrigé de ’Examen
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Exercicel(10pts)
Q un ouvert borné et régulier de RV et f € L2 (Q).
On considére I’ “equation

—Au+sinu = f dans Q, u € H} (Q) (E)

1. 2o HL () = R,

J (v) = / (|w (@)|? = cos (v (z)) — f(x)) dz
Q
J est Clet sa differentielle en u est donnée par:

J (u)v = Q/Vv () Vu (x) +sin (u (z)) v (z) d
Q

Par la formule de Green , on obtient alors

J (u)v = / [—2Au (z) + sinw (z)] v (z) dz
)

J n’est pas la fonctionnelle d’énérgie associée a (F) car un point critique
de J n’ est pas solution faible de (F).

2. Existence d’au moins une solution faible.de (E)
On montre son existence par approche variationnelle, on considére la fonc-
tionnelle @ : H} () — R ,définie par

1

U (u) := 5/ <|Vu|2 — cos (u) — fu) (x) dz
Q

et en utilisant cos (u) borné par 1 et I'inégalité de Holder, on obtient

1
U(u) 25 IVulz2(q) — mes (@) = £l 2 llull 2



et par 'inégalité de Poincaré on a l'existence d'une constante C' = C (2) >
0,

1
() 2 5 [|Vuljagq) = mes (@) = C|If]l 2 [ Vull o) > —00

de plus si 'on pose X = ||Vu||L2(Q) ,le polynome

1
X2 Clfll X = mes () = 4o,

— 00
ce qui permet de déduire que ¥ est coercive sur H{ ()

¥ () l H_>

Montrons que ¥ : H} () — R est faiblement semi continue inferieure-
ment. Pour une suite (ug),cy C Hp (Q) telle que up — u € Hj (),
montrons que

liminf (uy) > ¥ (u)

Tout d’abord, €2 étant borné on peut considérer
lull gy ) = IVull L2 (q)

a) (ur), converge faiblement elle est donc bornée. Par I'injection compacte
de H} () dans L? (2) ,de toute suite bornée de H} (2) on peut extraire
une sous-suite qui converge (fortement) dans L? (). En particulier,on
peut supposer, en passant & une sous-suite, que u, — u fortement dans
L?(Q) c.ad

[ullp2 (o) = kh_{gOHukHLQ(Q) = likﬂig.}fHUka(Q)

b)H{ (Q) étant un Hilbert, par définition de la convergence faible on a
pour tout v € H} (Q)

(u,0) = Tim {u, 0) < T inf gl o o 10l

k—o0

Donc

(u, v)
||U||H3(Q) = sup

< liminf [Jug||
veHL(2),v#£0 ||U|| k—oo

¢) Puisque — cos (ug) > —1, le lemme de Fatou donne

likm inf / —cos (ug)dx | > /likrn inf (— cos (ug)) dz
Q Q



De a), b), ¢) et liminf(A + B) > liminf A + lim inf B
on obtient
likm infW (ug) > ¥ (u)

Conclusion : H} (£2) sous-espace vectoriel fermé de H! (2), est un convexe
fermé. ® est faiblement semi continue inferieurement minorée et coercive ,
elle admet un minimum sur H} () et par suite il y a existence de solution
faible pour (F).

remarque il est possible de montrer cette existence par la théorie de point
fixe.

3. Si u1,up € H} () sont solutions de (Ey) on a
—A(u; —ug) + A(sin(uy) — sin(ug)) =0 dans

en multipliant cette équation par u; — us et en en integrant sur 2 on
obtient en utilisant la formule de Green,

0 = /— Auy —ug)(ug — ug)dx + /(u1 — ug)(sin(uy) — sin(ug))dx

Q Q
= / (|V(u1 —up)|? + (sin(uy) — sin(uz))(ug — ug)) dx.
Q

Et en utilisant le théoréme des accroissement finis pour la fonction sin.
sur [ug (x),uz (z)] (oubienfus (z) ,u1 (z)]),on a 'existence d’un 0, ug (z) <
0 (z) < us (x) p.p sur

/(u1 —ug)(sin(uy) — sin(uz))dez = —/(ul — U2)2(w
Q Q R
= /(u1 — up)? cos b () dx
Q
& _/(“1 —u)?dr = — Juy — ua*
Q

D’autre part,

V(u — 2
7‘ (1 u22)\ (ug — u2)2 dx
(u1 — ug)
Toll2
> inf I U!LQ / (ug — u2)2 dx
vEH (Q); v#£0 HU||L2 A

) (x) dz



Ce qui entraine que

0 = / (191 — o) 4+ Asin(ur) — sim(us))(ur — u2) ) iz

Q

v

(@ = [AD flur = 2|72

4. IpfSi I’on suppose que (E)) admet deux solutions distinctes notées uy, uy
alors & partir de la question précédante si |\| < «, on arrive & une contra-
diction

0>0
Alors I'équation (F)) admet une solution unique si [\ < a.

Exercice2(10pts)

Soient € un ouvert borné de RN, N > 3.Pour p > 1,on définit la fonctionnelle
WP (Q) - R,

D (u) = %/\Vu\p dz
Q

1. ® est differentiable sur W, (Q)
® est Gateau differentiable
la fonction t~ ¢’ (t) := %|t|p st CLet ¢ (t) = [¢[P2¢t, par conséquent

pour presque tout x € Q,et pour tout u,v € Wol’p Q)

p_ p
tliH(l) |[Vu (z) + tVo (;c)| [Vu ()|

= |Vu (2)]P 7% Vu (z) Vo (z)
ce qui entraine

[Vu + tVol? — |Vul?
t

IN

(1Vu+ Vo™ (Vu+ 0v0) V)|

A

Cste (|vu\P—1 |vu\) Vol € LM (Q)

th.convergence dominée .. p_ P _
i }m(l)/‘vu(w)ﬂvv(?)l [Vu(o)] dx:/|Vu|p * Vu.Vodz

Q Q
® est gateaux differentiable et

(®' (u),v) = / |Vul"~? Vu.Voda
Q

(On peut montrer que @ est continue en utilisant le th. de convergence
dominée)



Et en utlisant I'integration par parties (formulel de Green) et la definition
de A, on montre

/ — Apvdz = / Vu|’"? Vu.Vodz
Q O

2. Par définition de —A,, et V, 'opérateur

A=-Ayu+bVu
I
est bien défini de WP () dans <W01”’ (Q)) = Wla(Q).
3. 2ptsD’apres questionl, —A, est la differentielle au sens de Gateaux de
fonctionnelle ® donc A n’est pas la differentielle au sens de Gateaux d’une

fonctionnelle car bVu ne lest pas. En effet s’il on suppose le contraire
qu’il existe une fonctionnelle I,

I:W,P(Q) =R, telle que I (u)v = /(qu) vdzx
Q

alors en posant ¢ (t) = I (t.u) on a,
Ot)=T (tu)u= / (bVu)udz =0
Q

ce qui implique ¢ (0) = ¢ (1) donc

contradiction!

4. PPtA étant un opérateur differentiel linéaire, A est monotone si pour
w,v e Wy (Q); (A(u—v),u—v) >0
posons w =u —v ,

(Aw, w) = (—Apw, w) + b{Vw, w)

or, si w € Wy'* (Q) ,la formule de Green (integration par parties )

a ow
Vw,w) = / wdz =0
ww =3 [ 5

Donc,
(Aw, w) = (—A,w, w)



Montrons que —A,, est monotone
puisque la fonction ¢ ~ |t|” est convexe, sa dérivée est croissante,donc

Vt,s € R, (It\H t— |s|P2 5) (t—s)>0 (1)

utilisant la question 1 et(1) , on obtient:

(=Apu — (=Apv) ,u—v)

B iv: ou |P2 6u_‘8v
Q=1

P72 o ou  Ov
- >0
5. EptsPour f € LP (), 'existence de solution faible du probléme suivant

—Apu+bVu = f
u =0 sur o9

ne peut étre établie en minimisant une fonctionnelle d’aprés la question
3. On peut utiliser la théorie d’opérateurs monotones en appliquant le
théoréme de Minty -Brouder, établissant la surjection de 1'opérateur A.
VVO1 P (Q) étant un Banach reflexif séparable, on doit montrer que A est
borné, hemicontinu et coercif.

+2DtS pour ceux qui établissent ces propriétés.



