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Exo_CC [07 pts]
1) K étant un compact connexe et d’intérieur non vide de R”, P un espace fonctionnel de fonctions définies sur
K a valeurs réelles et T un sous-ensemble fini de points distincts de K, quant est-ce que le triplet (K, P, )
est dit €lément fini de Lagrange ? Expliquer 1a réponse donnée. (1pt)

2) (K, P, £) est un élément fini de Lagrange et P est donc I’espace fonctionnel t.q. dim P = Card (2 ) =N. Soit
{p:};” une base de I'espace P. Quant est-ce que cette base est dite base de fonctions de forme ? (1pt)

3) On considere une buectlon F de R" dans R". Soit (K, P, T ) un éléments fini de Lagrange (K compact
connexe t.q. K’ non vide, Pesp vect. de fonctions p: K — R dim P=Card(£)=Nou T = = {&};" est

P-unisolvant). Alors on montre que le triplet (K, P, Z ),ouK = F(K), P= {p :K > R;3peP/p=p oF}

s -{p ‘K ->R:3pe E—hfp:éa}?"} etou T =F(Z )‘t)esi aussi un élément fini de Lagrange.

Pour cela, on montre que £ est P-unisolvant en explicitant la base de fonctions de forme {p;}.," de P a
partir de la base de fonctions de forme de P via la bijection F :
3a) Montrer que Card (Z )= Card (). (1pt) _
3b) On note par {p;}" la base de fonctions de forme de P ( p; (a) = &, 1<i, j<N=Card ( ).
3b1) Ecrire alors les fonctions p; (i=1,...,N) de P en foncﬁon des fonctions de forme de P et F. (1pt)
3b2) Vérifier que py(3) = &; I1<ij< Nou X = {a}; - (Ipt)
3b3) Vérifier aussi que les fonctions p; (i = 1,...,N) forment un systeme libre de fonctions linéairement
indépendantes. (1pt) _
3b4) En déduire que dim P = Card(XZ )=dim P. (1pt)

Exo_EF [13 pts]

1) Dans R’ soient (I: P,z Yet(K,P, Z ) deux ¢léments finis de Lagrange affine-¢quivalents avec KetK
deux parties compactes disjointes de R*. On suppose que les fonctions de forme de P sont affines
(polynémes du premier degré). Alors

1a) Montrer que les fonctions de forme de P sont aussi affines. (2pts)
1b) En déduire que toute fonction de P est, au plus, affine (polyndme de degré < 1). (1pt)

2) Dans R", étant donnés n+1 points a; (j = 1,...,n+1), sous quelles conditions ces points peuvent-ils
représenter les sommets d’un n-simplexe K ? (1pt)

3) Etant donné un n-simplexe K de sommets a; (j=1,....n+1) de R",
3a) Montrer que tout point x de R" peut s’écrire comme combinaison affine des n+1 sommets a; de K
moyennant ses coordonnées barycentriques A,(x) (j= L...,n+1). (1pt)
Rappel : Pour tout x de R, les coordonnées barycentriques 4.{x) de X par rapport aux n+1 sommets a;

n+l o+l

de K sont définis comme suit : Zk (x)a; =x; (I<i<n) et Z A(x) =1 avecx; (i=1,....n)
=
coordonnées cartésiennes de x par rapport a la base canomque repere orthonormé) de R” .

3b) A partir des coordonnées barycentriques de x € R", comment peut-on vérifier que x € K ? (1pt)



k-1

3¢) On introduit le treillis principal k—{x eR"/A,(x)e { __§—>j}p9urj= 1,...n +]} (keN").
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Montrer alors que ZycKetqueVxe Xy x=a, = EZ m;a;oume 1(')}1,2,,..,1(} Vi=1..n+1

=

n+l
Vérifier aussi que ij =k . (1.5pts)
J=1
4) (K, P, X)étant un élément fini de Lagrange, sous quelles conditions est-il appelé élément fini n sxmple‘ce
de type (k) ? On I’écrit alors comme suit : (K, Py, Z ). (1.5pts)

5) Dans R", K étant un n-simplexe de sommets a; (j = 1,...,n+1), montrer que les coordonnées barycentriques
A, (i=1,...,n+1) de tout point x de R" sont des fonctions affines de x. c'est-a-dire que I’on peut écrire :
Vi=l..n+1 A;:R* >R
X = A(x) = A (X,,.,X,) = Zb X tb, . (1.5pts)
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6) Dans R’ (n=3), expliciter le treillis principal d’ordre 1: Z 1 (k=1) en déterminant tous ses points. Vérifier
ensuite que dim Py = Card(X 1) ou P, est, dans ce cas, I'espace des polynémes i trois variables de degré
inférieur ouégalal.  (2.5pts)
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