
Universit�e de Tlemcen, D�epartement de Math�ematiques, Master 1 biomaths,
Module: Th�eorie de bifurcation, Septembre 2020.

Examen et contrôle int�egr�e.Dur�ee 1h 30min

Exercice 1:(08 pts) Soit le syst�eme�
x0 = xy + ax3 + by2x
y0 = �y + cx2 + dx2y

Discuter la stabilit�e de (0; 0) en e�ectuant une r�eduction du syst�eme sur la
vari�et�e centre.
Exercice 2.(08 pts) a) Donner la forme normale d'une bifurcation fourche

dans le cas scalaire.
b)Soit le syst�eme

x0(t) = f(x; �);

o�u � est un param�etre.On suppose que x� est un point d'�equilibre.
1) Donner une condition n�ecessaire sur la fonction f pour produire une

bifurcation locale au voisinage de � = ��.
2) Donner une condition su�sante pour avoir une bifurcation fourche.Donner

le diagramme de bifurcation.

Exercice4. (04 pts) Soit le syst�eme�
x0(t) = y

y0(t) = �2x+ �y � x2y � x3

Montrer que le syst�eme admet une bifurcation de Hopf au voisinage de (0; 0):

NB.les points de l'exercice 2 seront compatbilis�es comme note du contrôle
continu.
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Universit�e de Tlemcen, D�epartement de Math�ematiques, Master 1 biomaths,
Module: Th�eorie de bifurcation, Septembre 2020.
Examen (corrig�e)

Exercice 1:(08 pts) Soit le syst�eme�
x0 = xy + ax3 + by2x
y0 = �y + cx2 + dx2y

Discuter la stabilit�e de (0; 0) en e�ectuant une r�eduction du syst�eme sur la
vari�et�e centre.
Solution:La vari�et�e centre existe (01 pt) ,et elle est donn�ee par

f(x; y) : y = h(x)g

un calcul simple montre que

h(x) = cx2+O(x4) (2 pts)

La projection sur la vari�et�e centre donne le syst�eme r�eduit

u0 = (a+ c)u3 +O(u5) (1 pt)

le point (0; 0) est stable si (a+ c) < 0 et instable si (a+ c) > 0: (1pt)
Si (a+ c) = 0; on pousse les calculs �a l'ordre sup�erieur et on retrouve

h(x) = cx2 + cdx4 +O(x6) (2pts)

Si cd+ bc2 > 0, l'orgine est instable et il est stable si cd+ bc2 < 0: (1pt)
Exercice 2.(08 pts) a) Donner la forme normale d'une bifurcation fourche

dans le cas scalaire.
b)Soit le syst�eme

x0(t) = f(x; �);

o�u � est un param�etre.On suppose que x� est un point d'�equilibre.
b1) Donner une condition n�ecessaire sur la fonction f pour produire une

bifurcation locale au voisinage de � = ��.
b2) Donner une condition su�sante pour avoir une bifurcation fourche.Donner

le diagramme de bifurcation.

Solution:
a) voir le cours (02 pts)
b1) pour produire une bifurcation il faut que @f

@x (x
�; ��) = 0:(02pts)

b2) voir le cours (03 pts +01 pt)

Exercice4. (04 pts) Soit le syst�eme�
x0(t) = y

y0(t) = �2x+ �y � x2y � x3
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Montrer que le syst�eme admet une bifurcation de Hopf au voisinage de (0; 0):
solution:

La matrice jacobienne est (01 pt)

J(0; 0) =

�
0 1
�2 �

�
Les valeurs propres sont (01 pt)

�

2
� i
r
�2 � 8
2

En � = 0, les valeurs propres sont purement imaginaires.La transversalit�e
est v�eri��ee.(02 pts)
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