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Problème [15 pts] :
Dans le modèle simple du chemostat suivant, où x représente la concentration d’un

microorganisme se nourrissant d’un substrat de concentration S,

S D S in S S x,
x S D1 x,

les paramètres D, D1 et S in sont strictement positifs. Nous faisons l’hypothèse suivante :
H La cinétique est de classe C1, nulle en 0 et de dérivée strictement positive

pour tout S 0.
1° 4.5 Sous quelle condition, notée C1 , le modèle admet-il un équilibre

intérieur qu’on désignera par E1? Définir et tracer, sous cette condition, les isoclines
S 0 et x 0. Etudier alors localement, dans ce cas, la stabilité de tous les équilibres.

2° 4.5 Sous quelle condition supplémentaire, notée C2 , peut-on appliquer le
principe de conservation des masses ? Sous ces conditions, établir que le modèle
admet un équilibre intérieur E1 GAS pour toute condition initiale S0, x0 telle que S0 0
et x0 0.

3° 4.5 Considérons cette fois le modèle

S D S in S S x,
x S D1 x,

où est un petit paramètre positif, sous l’hypothèse H . Supposons que seule la
condition C1 est vérifiée. Etablir alors que, pour toute condition initiale S0, x0 telle que
S0 0 et x0 0, le point E1 est SGPAS quand 0 pour le modèle .

4° 1.5 Quel commentaire feriez-vous en comparant les résultats précédents?

Exercice [5 pts] :
Montrer que si un système lent-rapide planaire C x f x, y , y g x, y admet une

variété critique M0 normalement hyperbolique verticale dans le plan xoy, alors on ne
peut distinguer entre le graphe de M0 et la O 2 approximation du graphe de la variété
invariante de Fenichel. Donner un exemple.

La science est une méthode consistant à tester des hypothèses au sujet du monde matériel, et non pas
un catalogue de vérités immuables.

Stephen Jay Gould, "La foire aux dinosaures" Ed. du Seuil, 1993.



Ccffi ?' ,1, Ytrtt"t , /, lr'i,/t'uT. fru: /ÿq//rlo

î) . Y ( [.', )-- -, *l ^]', V( t) :r 1,')i^1i,_\@

f-r /
It{1 a( '.

ü("lr'( = V(

Vrrtl-

)s, :
,*

\
t)4

f-.t ,

^V 
e< À,

!*ÿ,küô
I

)<(-üt,i ,-J(r',*()y r't

TtLtrS

L>

/ 1.,) 1,4.-- c u .),{"'{=: A

"ç 4tir

rr{



lL $f ,, (,"/,

/§Ir
t,,t

,1,'/ll *'/

kwlt /,'/
r,,lrl, É

*4n
)(^ l"( î6 =

I

â LV*/t{ (k" ) \
),t rl;',J f, )"([)".i 

i'l;
-/, 

fr/ n [^il,
o/,

_)

a

û'n Jfr,'

,;r [- k{L

.'t,1., I ^

rr'(!,t] VU^)

'rr^,*ff,t(tr,l) z -
Mlfi;( ünt) = )A

",y1)!tt ; ql;:t,,uv- /

frr*
il*

îf^il- ltw /,'(r/ ofir
\\1

,\ \*ÿl 
I

-/,(Â^)f0/ < r
| (r^l V{4,J > ù

* ) * 
/4' (Jn,) ,Y(ln

,/

uvl

4'=

W

ût

Ë

V **
I ,r*,|(c lJ

1o1.
I

ïI

/

I * 't nu 
f)tnr

,t {q

-)r.,( [n(x t
,l'

rl \ Ij JLn b,trtY;rÿ\

t^(fu



ÿ) f, ü q !'l' L -- ,l+ ' l'n, rY( '''' )Çn*Jr-")n*v= "l#' : ^'n; ^, 
ii:) *M= ttrÇù: -L O

q t,lf" c"nt-1,t, ,n (C") r)'rt/ p.l r/"n{'«', ,( ^'7rVot

[,, [tr{t^hr, /,t uaff)-- 
')u^l 

l'G1 s'J (('r) rtt'lrlfu', 
o

fc,J Àuvin,ÿ j! (-t:):.)
l- [,f ,i ;,- æl 

- 

* o"-'{' f"i t- (a n 'Lf'u 
Ps :

'J'r=- 
' i r-=-ùi- I

{Ln) 
\;=(,t, ff-*ot) üU ti^

{*u 4),t (4vof,'r', /r^vr^rtt f (tl="f('l {lf, ovl

,[h.,\ ]' o'1^of ttt t'#''s''^t'/L ntf .ll '/ y**'t'/

-u(1 [',,) - D)'t qr-

ï^cln^,i /'^ | 
f|i: /

li
t)* i *f
,f"-l;;,ff< nk rüTfi'r ev* /

/; /r{,/ ,/, ,1"*L,. /E

,i 
1' 

o','Y^ro[ 
f 
r' /1 /: o L E{

I ^rs'r 
)t [fr*'' 4"1

*utüV)t'ltL'L

(\) iu = (/(rn)
ui 

^ 
6 f'- f,jri^;n*''{-'*[",

(L; -iN-,u,r,
)r., o,,y$ulv^r L f l' 't {à '-*

o'Àr,r, l' iu k,ry? J&'"J
) r' ,ii At u',lulJr! fu ( L -)
I 

},. 1p,([,Lll*,' f ( Ni ywt,(jI

?
- 

J-



( "tr

),

,L

,l* ll(Ç,1tt/
I

{r, t tlât/"r À:-ÿ-/
-/

ù'rrt (vr,{L,*Alth-t{J, Ui,tl {;lJ"{ f'{ ,tu;
) \) I /t

,i. Ll , l^,{ + #(tl ,,fif,rf4 cÿ> e Z >r- I

1

âv

,
Ilr
ltt

./1 I

c\ *-t- ofu lJçt.t ttutI ^, ^!4*, ,/-,1 
rtl

I ,/,
, fll

c'rf u.[" I {s él*

r^-( !^

I,rl,-t

tlû\tl L
*(),'(,-, :
6

ù,o

nûl -

,ll. IrD

i" ,r /nrltü|,- u I
ît I
( L"J ,

f;, -À >, -l o11 Oq 1/.\) ",!

/-,^r^ d*= fi, -J ntj O A{ i)t,-,r 
(4) t [''('l> 3 fftu'

,A,*,',{,,.{,l,{,l\4;*1q;,L,(/,l,:i,,;l,l\,{r
n,1,r 1,, f,.,.l o,lr",['rl^ f' ''' (,F, 'l t i Ë n - ( §^r],,) 'l'([' ,)

r.À 1 È,1($1.,,/ ,l [r= (À, r (n -4,) /, rIJ, &{-

llap.iy 1, flr,,,fâ,v* ,L T luo,*, (n,(Sd1v{l/ ),' , up-

1fu"|i,, ,ÿ"( ti I *l :,s 
/::jtûl ,,ff/f 

(v,tl, e{

u \ f''" I Ç, ûu1
r
F

J,t{"f ,li h,J Vrrt Ë4,

( I f t ^ wlv,rl', l rr'lr"rl,

,!1,

rt'{,

^lt (

"ü

),.) j

t
rnr

b^,, 4

c lw(
,f {otl'^
| î /.',ô". {-^

("tt {(,1 = l,> c

"a'[ q rr/= vz

,1, I "rl- |
(

fiv

î

4

^li{,
,r
(
,

/1

é\

q,

7;
n{cnft'o

Vr,'
J

trI

{ {t^ uo

§, ,fl' ttrt )a (-r \,t

14-



q,r
Ç,+l J t"r lr- /. ('-, ,r ,L f r ,* r n /,' o/

l1
t.

I

tn 
^V

I *')æ'

\/..

-» 
)q

fr) ,

Àrlr.*"1 ,/, yh^ rn

/' (») t/'uJ

le, (r^if 'r,,

(^ '{ Cb- 
^

fr., -Â

Eo= $t',,,,1

r i - r)( [., -t) -l{(l w
*=(1,, tt 

^{) 
* , 0/î//1

t*Ui'0)
),t vv l)cad ÿ^t t l)t' U $tï''*- | ^l''f'o:1'*ot
n cr,, , [ ,{^ /,']u,!,fiv, /^t- In"(. , ,[, t*' "//ç

' 
,n.u i, (^ y'li'u 'L t 'Jun 'l''^

J)',ïSi) ; !twf /<) {t'kïak*'l ;'ü'/'f*a'

[f,. J,) *7(rl w / u 1^îa*lr' q$"d

trl ! * ,C=#+

ÿL= lW =,Y({) 
('L * 6+r

,lu*nlitl,r,t,{fou,fc @r Jr, ÿ-,) (c',rl aott'

: 1ÿ 
', 
) ctü n Jy ! u- .1 

, ^rt,i, ft 
o/t'/*

l;r {ai l^ulr. ,L, cl* tL 6 a ÿ

3) {\I l'
i.ur ,'[f P'/ 

l";t

l\[, [,,. , 4* l' ,'
1:rrlu,lnl ,, ,ftI 

1r^1, ln'., û

+,J {" r)

È{ §'= ')t

V o(|ol,' 4t nl , , ,

v;[ ^*ÿ /[n,
I ' ;[ tt'L'^ f "

çtrra[**"1 À

-1L



V.*
":r

ëtlf'

,1, , \
;l = (1,tvol -»',( rc Lf

(ÈL),/ wt;3 ru,,/(Vf,t ),=ld
(=-) ÿ: e tçt v74= /'( l)

(= )(= -), rc^. tt=ÿ-r(l,ql)=

,it,'ll
)r,Â,-À

in,ÂJ, u 
o

È LJ , .t,ï''y='I
n Jf ,t,

1(

t,?
Va ri'/ fo' ''to

-:---*

I

*,{-{ (t)*l=
/t

vb I ,,1,
iî

^cÿ irrûlr\

ç=Vf-J = V'bl t
,.!

u {[o,r:C *__/i
l{\ r,,l-, v,[r', + $fÊ',-r,J

ol'rà 1^ \[a(,rl','t 7"1. J"=

al| r'- 6{',J, [+ f., ' I " " {'
ê ,lr^of ('tq -&

I

€,|*Lte A

\
I

I

\

o

ük

Co

ÿrÿ ,

p. ,," 1''* i'

ü"n J

{v

)

rtJ,^,1 f-)" f)c,r 
(Z*) 

l"*, 
[,tu

d, ! -t'
,,Y ltf nJ 4

f i J'r 7"'

./1J-
r

l,l Cl

oJ

I
-6-

v(tnl:
j)ff', -l^ I

( Hl

?t»
ü

.$

at*{



).,)r,,, /^ fu'fitn4"l , {''*' [r''l''f"ry'ûA 'll "f À'{
'l , ,/l^{,n,{,ï,'/ntl*yfl,'l< bq 1t';1u'[{r' 1''fur 'n ît

l'rl,,,L /', 1r, / t, ^Y,*"/ 
o*'rhrch^n/ ''* f"''lan

{, ^of,'.J-, 
Â [ /' /" 't""() 

t

)'^" [^ 
f 

,urh'ul Ë1, i^ rt"l"ly, (-/!/^:P4
ooVa(('l't'li "/ l''' lb''n' (c Il'u';u I

4'^ït"{'''uj' 'f 'ü4 l) '^'rl 'l* & lifl;,
i";[ ( s-1T,'r-{- ( ''') = i,,) ' )"'ui /rr 

n'-/' /i 
/

l, c[- p[*r L4 v''< J ' ^ 
of' "'' '( q '/ '. r' 't'/ 1* / '- ilr '',, 

llr's[i* 4* '""'/'^l 

't 

''/"ln^^ 'l''^ '/'! /','-f

Dr,,, l- 4*içt )*, 'tv'/)lt \'*-lul '/ '1 

"î4"/ 'k

(^(.,[cr' 'lr..:tr rifL '{u ,"W"!'t tl'Lnll'

aU1*,,1'f'; ol'1"''!" ''l 'f io^,c^L Üa "/l''n^,o 
, ,

,,1, ^,*t ':-('".''"" 
( [,,^ 7J 

,["'L*,1 lt,"i{:'u"f yl{./rt

I*, ;*,f /[,(",(\ f n, /'''* u r''tu ["lnrt't {\ t

J: 
'li,ï,, ' 

,,,rtüÿ 
* 

oil 
{,rtt{*./^ul 

'

L,r, \-^ 4l*'' A'' ûü f o u''{''{ l'l '*' : I nl' l{''n^"/rn

'r-- 
{u*(t' u{* î 1 "L C rtJ /''' G'I ' l':'r 

{'1117'î{

u

à

?

t-



D X, ;q'(u , L ^ \fr^fr'nir' ( r,Â'l^ Tlîti ,{, r ,*' ,l^,
r/ 

.)c,v. 
{^ $,^,h- lr' , t<,ft|R _--\ il7 *

l'^!:t;t I l!*''(in"- *il /^ y^fr'ofo'in1/a/,-''1, ü

FJtu-c {,J , ^r/ 
u y,r[. Lt L^ vo fi,0'1,' 1, tui**,l û f.nrt o /" //, ,

ü(ç ly,,,L A V, t jr/L ,l -7 /'^oûr'

,li--*--l t4 : t Ql {
r,aL 4* ln,ur d,l " ü't (f*rl* À, /,ur

t^ {,,: l,, ,(I), 
1,i61 

,tin'ÿ :Ü§l 
ttt''s /"'t''"

'l*' l', nql * 
trtrM"u!! '(' 

J fi'rYt 'rf I
u( L'',f] = D'ïi;: J'*i^(() :., ? Y!',
i) ',i rr,(l) = hrt,ll r hft'l -i. ÿ-æ-
ü.-\ t/v ÿ('l '( 

)n( )t'rl'^1i't 'l^''' 
û ('Ç &/^/^-

fuTr, !ï; 
'.r^y-L 

,l' tr, r 'üTytNin'1n ù(/ htr,

Éx.r* /., Itü : * ('r'")+ 'f (,,,f dr |i= r,ï,''
ÉKr*


