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EXAMEN FINAL
Exercice 1 : 7 points

On considere le probleme de contrdle optimal suivant
X(t) = x(t) +u(t), 1 €0,7],
x(0) = xo,

min (x(T) +({Tu2 (s) ds> :

uel?([0,T], R)

o))

ou u est le contrdle, T > 0 fixé et xp € R.

1) Ecrire le Hamiltonien associé au probleme (1).

2) On note par u* le controle optimal et x* la trajectoire optimale associée. En appliquant
le principe du maximum de Pontryagin

i) Ecrire I’équation de 1’état adjoint A (7).

ii) Vérifierque A (') = 1.

iii) Ecrire les autres conditions d’optimalité.

3) Résoudre ce systeme d’optimalité et trouver le contréle optimal u* et la trajectoire
optimale x*.

Exercice 2 : 13 points

On considere le probleme de contrdle optimal suivant

X(t)=—rx(t)+c(t), 1 €]0,T],
x(0) = xo,

min J(c),
CGC([OaT}v [OvMD

our>0,x9>0,T >0 fixé, c est le controle avec M > 0 et
T

T(e) == [ (F ()~ Gle() dr,
0

avec o0 > 0 et F et G satisfaient les hypotheses suivantes

F est une fonction de classe C? sur R, telle que F’ > O et F” <0,
et

G est une fonction de classe C? sur [0, M] telle que G > 0 et G” > 0.
1)

1.1) Vérifier que la solution du probleme initial suivant

{ X(t)=—rx(t)+c(t), 1 €[0,7T],
x(0) = xo,



est donnée par
) = xpe ”+/ ~1t=5)¢ (s) ds, pour tout 1 € [0, T].

1.2) En déduire que x (¢) > 0, pour tout ¢ € [0,7].
2) Soit P la solution du probleme a valeur finale suivant

©) { 1€/<(?>::r(f(”“_“7 '(x(1)), r€10,T7,

2.1) Vérifier que
T
/e =)~ F (x(s)) ds.
t

2.2) En déduire que

/
—we_w < P(r) <0, pour tout [0,7].
r+a
3) On note par ¢* le contrdle optimal et x* la trajectoire optimale associée. En appliquant
le principe du maximum de Pontryagin
i) Déterminer les équations satisfaites par (x*, A1) ou A désigne la variable adjointe,
ii) La condition initiale satisfaite par x* et la condition finale satisfaite par A,
iii) Montrer que ¢* résout un probleme de minimisation que I’on énoncera.
4) Déduire de la question 2.2) que A est strictement négative sur [0, T].
5) Soit ¢z € [0,T]. On introduit la fonction L, définie par

L : [O,M] —R
c—Li(c)=cA(t)+e %G (c).
5.1) Vérifier que L} (¢) > 0, pour tout ¢ € [0,M].
5.2) On suppose qu’il existe ¢ € (0,M) tel que G’ (¢) =0 et que G' (M) > ifa) Etudier
les variations de la fonction L;.
5.3) En déduire que ¢* (1) = (G') ™1 (=A (t)e™) ; pour tout ¢ € [0, T], ot (G')~! est ’ap-
plication inverse de G'.
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