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EXAMEN FINAL

Exercice 1 (10 points)
On considère le système commandé dans R2{

ẋ1(t) = x1− x2
ẋ2(t) = (x1− x2)(1−2cos(x1))+ sin(2x1)−ucos(x2) ,

le contrôle u(·) étant à valeurs dans R.
1) Supposons d’abord u≡ 0. Montrer que x= 0 est un équilibre de l’équation différentielle

ainsi obtenue et étudier sa stabilité.
2) Montrer que le linéarisé du système autour de l’équilibre (x = 0;u = 0) est

(1) δ̇x =
(

1 −1
1 1

)
δx+

(
0
−1

)
δu.

Dans la suite de l’exercice, on se restreint à l’étude du système linéarisé (1).
3) Etudier la contrôlabilité du système linéaire (1).
4) Montrer qu’il est possible de stabiliser (1) au moyen d’un retour d’état proportionnel

c’est-à-dire avec δu =
(

k1 k2
)

δx.
Supposons maintenant que la sortie du système (1) est y = δx2.
5) Avec cette sortie, le système (1) est-il observable ?
6) On utilise une commande de la forme δu = kδx2, avec k ∈ R.
Existe-t-il une valeur de k pour laquelle l’origine est un équilibre asymptotiquement stable ?

Exercice 2 (10 points) : Contrôle d’un système quantique à deux états.

Nous prendrons ici le modèle de spin fictif
1
2

associé à un système quantique à deux états.

Nous le supposerons dans un champ magnétique co-linéaire au vecteur
−→
B = u−→e1 +Ω

−→e3 où
(−→e1 ;−→e2 ;−→e3) est un trièdre ortho-normé, la constante Ω > 0 est la pulsation de Larmor et u
est le contrôle scalaire. Le système est décrit par les équations de Bloch avec comme état un
vecteur −→σ = x1

−→e1 + x2
−→e2 + x3

−→e3 ∈ R3 obéissant à la dynamique

(2) −̇→
σ (t) =−→σ ∧−→B ,

où Λ est le produit vectoriel dans R3 euclidien :( −→e1 ∧−→e2 =−→e3 ,
−→e2 ∧−→e3 =−→e1 , −→e3 ∧−→e1 =−→e2 ,

−→ei ∧−→ei =
−→
0 pour i = 1,2,3

)
.

1) Calculer le produit vectoriel −→σ ∧−→B .

2) Vérifier que le produit scalaire 〈−→σ ,−→σ ∧−→B 〉= 0.
3) En déduire que

∥∥−→σ ∥∥2
= x2

1 + x2
2 + x2

3 est constante au cours du temps.
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4) En utilisant l’équation (2) et la question 1) vérifier que

(3)

 ẋ1(t) = Ωx2(t)
ẋ2(t) =−Ωx1(t)+u(t)x3(t)
ẋ3(t) =−u(t)x2(t).

5) On suppose u= u≥ 0 constant. Quels sont les points d’équilibre du système (3) sachant
que x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1 ?
6) On considère le point d’équilibre (x1,x2,x3) = (0,0,1) associé à u = 0.
6.1) Calculer le système linéarisé autour de ce point d’équilibre.
6.2) Ce système linéarisé est-il contrôlable ?
6.3) On considère le système suivant

(4)
{ ˙δx1(t) = Ω.δx2

˙δx2(t) =−Ω.δx1 +δu.

6.4) Construire un bouclage d’état δu = −
(

k1 k2
)

δx stabilisant le système (4) à 0 et
exprimer les coefficients k1 et k2 en fonction des deux pôles (p1; p2) en boucle fermée.



Uu-ven ik lU*- n*,.Betft^iJ Tte"^.* A.U, : 1,049-2,oJo

F.*gk J. scremcer rt$"L: 
,!'ttat'

Mp.nlune,^b à l'luhR.rrnoli$eô /v|Dtrrt{t?D'

NrvtqL:Pntr*A'rurrcen-'k'tBisrrrp..tî'€/Ir"f'q€'$nsldl^th'ut'

Frtnctce 4

tmn^6e J. t|.x*T fu.{'
âo nu,no*cT^. ot, {*nitn 

Tol'o'

* um tgrilt* à

D Gon,, .,..
{,*r = ( d^?,

0È X= (Xa,Xù

fo*r,n. {tol = 6, "tt o

t'1u*h* x''= lo,
h t rn€oniaê à" t' €\uùem ern o qf 

:

Dl (o) = il(1

,4_ -



fo,nme Jrtuftol = 9,>ô * h, ufto) = 2>0, d*

t' dq,Èhkr X= ô rn'gf F^ 
ot*t&-'

J,) 0n pæ, -
fi t,,n , xi,u) = xa- xo t

eb t[xt, &, u) : t, rL)U-tco(x,J)+çùv'flv)-uftil(6)

t" trconué *h- Ào L' ,\^$t* (x=o; u= o) at,
I
\ t sD

)"

ù\t

(;
I 5x+ [ï)s,

t) Ét-J^*lo rcrt-nat-thk J" r'/à,*ti'acæ

_2_



e$iuh-t

4 -4'

4 o)cB=(î)A=(

c = (n AB)

= (uo :^)

=t,

6rn pàÈ p" J

l" *J^i* Ju K*t**l C e^l-

^ x P '',È,*trrai*
[s*t t(C\=fu, 6'1n^ te 4

6;.-ASx+85',

al- csn'h'oh$.

tr) fury

A+ B (P.^ È)=(: ï)-(ï)v^U

t r,)

-3-



L. df^* .**.kruÂ'qu. arnecté à A*B (P.ÊJ t$

PC,r) = (,1 -,t) (À -4 + Ê") + 4. lro

C'sF- ù - Ji^o

Pc,r) = ,f,* Gu-1,)À+ âr-?o,-fro

r^ uhb*b P" .nik^ J" l{rnwilôP* 7.n* J"

P(l) çnb une p^h. reefl" 
'nçhrr ai

Po l,>o tb 9,-U-È, >o

à>t, * ko{l- Èe
C'n"I- l-À*,

h f*^J p^"*,.$-
R;"=V $ fu= -2'' '

5*D cel-h ft-[h'* {" n+1"-.
û

_4

{_

\

D lStat

-h-



*ob eb*nvobt,

.\
(r( )

cr 6; = ASr*BSu
1 \ .. (50
L U=(o {) sx

-=(o 4)

h n*bruce Jlnb^*rÀtik J. k"{,*,v\ 6.
FDE 

I

ot*

5) &na,

6^P

tJ*t,
6nn' 

ô=l/c \ (o 4\
w 

(cA):\7 ^)
tqrnnr* v"StO) = \ "t-, 

t rtruhx. (5'4)

6) fr^u,

A*B (o Ê) = (i 1u)

t" pt'yner* Cqmckr,tl-.qu. orv:s{re 0i (*) qb:

qt^) : [-4 XÂ*4çt)*1

= P*(l-t) À*t-P
t" c,,^ha" Je llu"wil-5 m,e[ paD dio$*b et p-n *^b
t'^1t* rn'gf pn um.$t't* ïfpï"h\-n-rt-oht{n.
Atr',1 Ë rn'ex,,rle p"

*5-



F"'tcncicerr

y to.t-t J^pnJ^t4)*1"'..t€[ PnB'
(ng

t'AB' =(rot * UÊ,*o€)A ('d*-rlq)

=ruxod xtuuÇaJLbB*Luq

(r-', o-'nd>

= (xoÇ * &q .'rq, * & t'î * (a [+xu u) E \utu>

=-n- x+rxt,+btxxa+x3) - 
xtl3u o'

i

3) 6m o,

#llË 
tl'= tu tP, PnB'>

=â.0-o'
Bn *t ilntfqf co,xolarrrT" * csr^nD J* ltt'p'

6_



ti) f$,ttm'e,

a

P(b) = FnB,
-ï;ï.uL\Ç*ru*)q

= -tu uÊ*(=tuxT+u 
x') ?- ux't]

P* tù^h$*htU s"o[h*b

io tu)

irG)
*, tt)

: Lxz
--fLXr+tJ Xa

-uxP'

o)

5) ô* rtpe W u= t>a' Del-en'^t*b P"'t

ltey lr[* e 
"lrM. 

t3)00.fl-.f $e fo*f*nÊ=a

(xo,xytxJ gf u^ P"'f J'uq^t.[* À"0'N,"$)

-(- xy= ô

--rLXr*ttb-o
-UXL=o

_l-

4^



n7-
r

e) r- -),^^..'^r - t I tJeq*t't*.r I

6 \) u" ''Pt'-e 
t'ni"n"f 

^î* 
o\u Pnmt

txa, &r xz) =(0, o ,^) qrascr I: o d-:

3 4a*(Ëfu/

-f-



I ; )sx+ 
(l) 5u

(ï)
*B=

ï?)C=

(q

6
o

)x:

6,t') Sn W" p,1 J{.th'n

6'n *;

ft* 
^. tCc) = 2'+v,

r''*?"D àt^ut"tl'-

A"rl*flÈr* l^n,,;

LtJ*^t- **[*tt J" X'f"** C À$* 1*

C: AB ,fB)

0

4

0

_g_



Ë = &o 1.")

IJ

Ç,T) & p* r" &-{'^he,',

^, (o -,:), 6= (i) *A = 
\--,r o/

*"'-, 
K: f î), [o

A* t 
\__n_ o )n (-u"

=[ 
t'o1J

f tlltvt.--)

\T
^5-

L' .q*hsy1 fonftcf*"h$..o[ :

5i sn .Î^"t^L

cuno.&nr"h,gre -Jr^.L J"g *fl"tr€, D *6.*t ume pnh.

rr.tf. 
"éôù\,,

f,u&el +--L(-rL*L) = o (xx) 
'

P,r;o + -R{ |L, tuq"*h*

la-



Sou e€\ cenJih*r lb ai- ern .ff.^b p0Â .n.rrÊ

Ë [l[-t*Ro) 70, l' É1o*h* (*"^, cÀ*.b

d.,,* *t"h €ô^ô p^ *b p& Jernn..o p,1

-Êo_reDÈt/I
tu

Èb
pç
lg Po*m

tt p" cs,u€ïrr1nb

t =r ?n-Ya

pp+ n tLletR4: -JLç3;

14_




