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EXAMEN FINAL

Exercice 1 (10 points)
On considère le système commandé dans R2{

ẋ1(t) = x1− x2
ẋ2(t) = (x1− x2)(1−2cos(x1))+ sin(2x1)−ucos(x2) ,

le contrôle u(·) étant à valeurs dans R.
1) Supposons d’abord u≡ 0. Montrer que x= 0 est un équilibre de l’équation différentielle

ainsi obtenue et étudier sa stabilité.
2) Montrer que le linéarisé du système autour de l’équilibre (x = 0;u = 0) est

(1) δ̇x =
(

1 −1
1 1

)
δx+

(
0
−1

)
δu.

Dans la suite de l’exercice, on se restreint à l’étude du système linéarisé (1).
3) Etudier la contrôlabilité du système linéaire (1).
4) Montrer qu’il est possible de stabiliser (1) au moyen d’un retour d’état proportionnel

c’est-à-dire avec δu =
(

k1 k2
)

δx.
Supposons maintenant que la sortie du système (1) est y = δx2.
5) Avec cette sortie, le système (1) est-il observable ?
6) On utilise une commande de la forme δu = kδx2, avec k ∈ R.
Existe-t-il une valeur de k pour laquelle l’origine est un équilibre asymptotiquement stable ?

Exercice 2 (10 points) : Contrôle d’un système quantique à deux états.

Nous prendrons ici le modèle de spin fictif
1
2

associé à un système quantique à deux états.

Nous le supposerons dans un champ magnétique co-linéaire au vecteur
−→
B = u−→e1 +Ω

−→e3 où
(−→e1 ;−→e2 ;−→e3) est un trièdre ortho-normé, la constante Ω > 0 est la pulsation de Larmor et u
est le contrôle scalaire. Le système est décrit par les équations de Bloch avec comme état un
vecteur −→σ = x1

−→e1 + x2
−→e2 + x3

−→e3 ∈ R3 obéissant à la dynamique

(2) −̇→
σ (t) =−→σ ∧−→B ,

où Λ est le produit vectoriel dans R3 euclidien :( −→e1 ∧−→e2 =−→e3 ,
−→e2 ∧−→e3 =−→e1 , −→e3 ∧−→e1 =−→e2 ,

−→ei ∧−→ei =
−→
0 pour i = 1,2,3

)
.

1) Calculer le produit vectoriel −→σ ∧−→B .

2) Vérifier que le produit scalaire 〈−→σ ,−→σ ∧−→B 〉= 0.
3) En déduire que

∥∥−→σ ∥∥2
= x2

1 + x2
2 + x2

3 est constante au cours du temps.
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4) En utilisant l’équation (2) et la question 1) vérifier que

(3)

 ẋ1(t) = Ωx2(t)
ẋ2(t) =−Ωx1(t)+u(t)x3(t)
ẋ3(t) =−u(t)x2(t).

5) On suppose u= u≥ 0 constant. Quels sont les points d’équilibre du système (3) sachant
que x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1 ?
6) On considère le point d’équilibre (x1,x2,x3) = (0,0,1) associé à u = 0.
6.1) Calculer le système linéarisé autour de ce point d’équilibre.
6.2) Ce système linéarisé est-il contrôlable ?
6.3) On considère le système suivant

(4)
{ ˙δx1(t) = Ω.δx2

˙δx2(t) =−Ω.δx1 +δu.

6.4) Construire un bouclage d’état δu = −
(

k1 k2
)

δx stabilisant le système (4) à 0 et
exprimer les coefficients k1 et k2 en fonction des deux pôles (p1; p2) en boucle fermée.
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