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CONTROLE CONTINU

Exercice 1 (12 points) : Oscillateur harmonique
On considere le systeéme de controle linéaire

X(t)+x(t) =u(t),t €[0,T],
(D { x(0) = xp, x(0) = vy,

Le systeme (1) décrit le mouvement rectiligne d’un point matériel dont I’accélération ré-
sulte de la somme d’une force de rappel —x(z) et d’une force extérieure déterminée par le
controle u(t).

1) Ecrire (1) comme un systeme différentiel d’ordre un a valeurs dans R? (on notera X (1)=
(x(1),v(t)) le vecteur d’état). Ce systeme est-il controlable ?

2)

2.1) Montrer que si le contrdle u est constant, alors la fonction 7 — (x (r) — u)* 4+12(¢) est
constante sur [0,7].

2.2) En déduire que si le contrdle u est constant, alors les trajectoires sont des cercles dans
le plan (x,v) de centre (u,0). Par la suite, il sera parfois commode de travailler en variables
complexes en posant z(¢) = x(¢) +iv(¢) (i.e., on identifie le plan (x,v) a C). Vérifier que

'
2(t) = ez +/iei(s_t)u(s)ds,
0

avec zo = xo + ivp.

3) On considere des controles bornés a valeurs dans U = [—1,1], i.e., u € L*([0,T];U).
De plus, on fixe T = % et la condition initiale est Xy = (0,0).

3.1) Tracer dans le plan (x,v) les trajectoires associées au contrdle u; = 1 sur [0, T], puis
au contrdle up, = —1 sur [0, 7.

3.2) Déterminer I’ensemble atteignable A(7',Xp) si le contrdle u est constant.

3.3) Montrer que 1’ensemble atteignable A(T,Xj) est symétrique par rapport a 1’origine ?

Exercice 2 (08 points)
On considere le systeéme de controle dans R>

(2) x(t) =Ax(t)+bu(t),
ol u (.) est un controle a valeurs réelles,
I —a 1 1
A= 1 0 O etb=1 0 |,
-2 a =2 -1

avec a un parametre réel.



1) Montrer que le systeme (2) n’est pas contrdlable.
2) Déterminer I’image de la matrice de Kalman.
3) En déduire A(T';0), I’ensemble atteignable en temps 7 a partir de 0.
1 00
4) On suppose que y=PxavecP=1| 0 1 O
1 01
Ecrire le systeme (2) dans les coordonnées y.
5) On considere le systeéme de contrdle en y = (y;;y2;y3) de la question précédente, et un
controle sous forme de retour d’état, i.e., u = k1y; + kpy>. Proposer des valeurs de k; et k;
pour lesquelles les 3 composantes de y se comportent essentiellement en e’ A un polyndme

ent pres.
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