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Exercice 1(7pts): 

Soit � le secteur angulaire plan défini par � = ���, ��; 		0 < � < 
/4,				0 < � < 1�. 
En utilisant la méthode de séparation des variables,  trouver la fonction ���, �� solution  du 

problème  suivant, 

���			
���
�� ��� + 1� �� + 1�� ��� = 0						��� 		����, 0	� = 0 = ���, 
/4	�,			0 ≤ � ≤ 1	"�"� �1, �� = cos �, 		0 ≤ � ≤ 
/4.

& 
Exercice 2(5pts): 

Soit  ' un nombre réel, ' > 1.  On considère l’équation suivante de l’inconnue 	): + ⟼ )�+�; −∆�)/� = 0),					��� 		ℝ2						�3� 

où 0 est un paramètre réel non nul. 

On pose pour  + = �+4, +�, … +2� ∈ ℝ2; 		)�+� = |+|8 = �+4� + +�� +⋯+ +2��:; 		,   �< ∈ ℝ�.   
1. Calculer  ∆�)/�. 
2. En déduire la valeur de < pour laquelle  )�+� = |+|8  est solution de l’équation �3�. 
 

Exercice 3(8pts): 

On considère le problème  suivant, 

=3>?			@ �A = �BB	; 		0 < + < C,			D > 0��0, D� = 0 = ��C, D�; 	D ≥ 0					��+, 0� = F�+�; 	0 ≤ + ≤ C,							& 
où f est une fonction continue par morceaux sur  G0, CH. 

1. On suppose que F ≡ 0 et on pose  

J�D� = K =��+, D�?��+.L
M  

a. Montrer que la  fonction J est décroissante sur G0, +∞G.  
b. En déduire que la solution du problème �3M� est  � ≡ 0. 

2. Montrer que si le problème =3>? admet une solution alors celle-ci est unique. 

3. Résoudre le problème =3>?. 

 

 

UÉÇ VÉâÜtzx 
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Corrigé 

Exercice 1(7pts): 

Le secteur angulaire plan � défini par � = ���, ��; 		0 < � < 
/4,				0 < � < 1�. 
Déterminons la fonction ���, �� solution  du problème  suivant, 

���			
���
�� ��� + 1� �� + 1�� ��� = 0						��� 		����, 0	� = 0 = ���, 
/4	�,			0 ≤ � ≤ 1	"�"� �1, �� = cos �, 		0 ≤ � ≤ 
/4.

& 
On cherchera une solution au moins continue. 

Posons 	���, �	� = O���P���, et portons dans l’équation, nous obtenons après division par O���P���: �� O′′O + � O′O = −P′′P .				�R, S	TU� 

Les variables r et � étant indépendantes, les deux membres sont alors constants, on a  �� O′′O + � O′O = V = −P′′P 	,			V		WX� D��DY	�éY[[Y.						�R, S	TU� 

On obtient les  deux équations suivantes : �\ × R, S	TU� ^																	P__ + VP = 0��O__ + �O_ − VO = 0.& 
a. P__ + VP = 0   

- Si V ≤ 0, puisque P�0� = 0 = P�
/4� alors		P ≡ 0. 
- Si V > 0 alors  P��� = ` cos=√V	�? + b 	sin=√V	�?.  

Déterminons les coefficients A et B. 

Des conditions   P�0� = 0 = P�
/4� ,  nous obtenons   ` = 0  et 		b sin=√V	
/4? = 0.			 
Comme on cherche une solution T non identiquement nulle, on prend		sin=√V	
/4? = 0.			 sin=√V	
/4? = 0 ⟺	√V	
/4 = �
, � ∈ ℕ∗.  
D’où  V = �4���	, � ∈ ℕ∗.     
La famille des solutions de l’équation en T est : P2��� = b2 sin�4��� , � ∈ ℕ∗. �h	TU� 

 

b. Résolvons l’équation en R: 	��O__ + �O_ − VO = 0, iX��	V = �4���	, � ∈ ℕ∗.	 
L’équation                  	��O__ + �O_ − �4���O = 0, 

est une équation d’Euler, posons 	O	��� = �8 et remplaçons dans l’équation, nous obtenons <�< − 1��8 + <�8 − �4����8 = 0								 
 Ceci nous donne  	 <�< − 1� + < − �4��� = 0								�_Xù							< = ±4�.						 
Et la solution cherchée est,   O��� = l�m2 + n�om2. 
Comme R doit-être définie et continue  en 	� = 0, on prend 	n = 0  et par suite  O��� = l�m2.	 
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La famille des solutions de l’équation en R est O2��� = l2�m2, � ∈ ℕ∗.			�\	TUp� 

 

Par le principe de superposition la solution de ���		est 

���, �	� = qO2���P2���rs
2t4 = qu2�m2 sin�4���rs

2t4 		�R, S	TU� 

où l’on a posé  u2 = b2l2 .    
 

 Déterminons les coefficients u2:  

La condition au bord non homogène   
vwv� �1, �� = cos �  nous donne 

cos � = q4�u2 sin�4���rs
2t4 . 

Par multiplication par sin�4x�� et intégration sur H0, 
/4G on obtient 

K sin�4x��y/m
M cos � �� = q4�u2 K sin�4x��y/m

M sin�4�����,rs
2t4 	 

Comme 

K sin�4x�� sin�4����� =0,				 z	� ≠ xy/m
M . 

Nous obtenons 

K sin�4x��y/m
M cos � �� = 4xu| K sin��4x��y/m

M �� 

D’où  

4 − �−1�|2√216x� − 1 x = x 
2 u|.			 
Et finalement on obtient 

u| = 8 − �−1�|4√2�16x� − 1�
 ,			x ∈ ℕ∗.		�h, S	TU� 
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Exercice 2(5pts): 

Soient  ' > 1 un nombre réel et 	): + ⟼ )�+� solution de l’équation suivante −∆�)/� = 0),					��� 		ℝ2						�3� 

où 0 est un paramètre réel non nul. 

Pour  + = �+4, +�, … +2� ∈ ℝ2; 		)�+� = |+|8 = �+4� + +�� +⋯+ +2��:; 		,   �< ∈ ℝ�.   
1. Calculons  ∆�)/�.  Nous avons 

∆�)/� = q"�)/"+��
2

�t4  

)/�+� = �+4� + +�� +⋯+ +2��8/� ⟹ ")/"+� �+� = <'+��+4� + +�� +⋯+ +2��8/� o4
 

D’où "�)/"+�� �+� = <'�+4� + +�� +⋯+ +2��8/� o4 + <'�<' − 2�+���+4� + +�� +⋯+ +2��8/� o�
 

"�)/"+�� �+� = <'|+|8/o� + <'�<' − 2�+��|+|8/om = <'|+|8/om=|+|� + �<' − 2�+��?. �h	TU� 
Ce qui donne 

∆)/�+� = <'|+|8/om q�|+|� + �<' − 2�+���2
�t4 = <'|+|8/om��|+|� + �<' − 2�|+|�� 

∆)/�+� = <'�� + <' − 2�|+|8/o��h, S	TU� 

2. Déterminons < telle que  )�+� = |+|8 soit solution de l’équation �3�. −∆�)/� = 0) ⟹ <'�2 − � − <'�|+|8/o� = 0|+|8⟹ �<' − 2 = <		YD			<'�2 − � − <'� = 0� 

De la première équation  on a   <' = < + 2		,	 d’où  

< = 2' − 1 > 0, W��		' > 1	�\	TUp� 

Et la deuxième équation nous donne la valeur du paramètre 0 

0 = −�< + 2��< + �� = −2'���' − 1� + 2��' − 1�� < 0. �R, S	TU� 
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Exercice 3(8pts): 

On considère le problème  suivant, 

=3>?			@ �A = �BB	; 		0 < + < C,			D > 0��0, D� = 0 = ��C, D�; 	D ≥ 0					��+, 0� = F�+�; 	0 ≤ + ≤ C,							& 
où f est une fonction continue par morceaux sur  G0, CH. 
1. On suppose que F ≡ 0 et on pose  

J�D� = K =��+, D�?��+.L
M  

a. Montrons que la  fonction J est décroissante sur G0, +∞G.			�h	TU�	  
La fonction D ⟼ ��+, D� est au moins de classe u4, donc J est dérivable sur H0, +∞G,  et  

J_	�D� = K ""D =��+, D�?��+ = 2K ��+, D��A�+, D��+ = 2K ��+, D��BB�+, D��+L
M .L

M
L

M  

Une intégration par parties donne, 

J_	�D� = 2G��+, D��B�+, D�HBtMBtL − 2K =�B�+, D�?��+L
M = −2K =�B�+, D�?��+,L

M  

car 	��0, D� = 0 = ��C, D�.   Ainsi J_	�D� ≤ 0, ∀D ∈ H0, +∞G et J est décroissante G0, +∞G.	 
         b.  La fonction J est décroissante sur G0, +∞G, d’où  J�D� ≤ J�0� = 0,	pour tout D ≥ 0. 
         Mais J est positive sur G0, +∞G, donc J≡ 0 et par suite � ≡ 0. �h	TU�   

On conclut que la solution du problème �3M� est nulle.  

2. Montrons  que si le problème =3>? admet une solution alors celle-ci est unique.  

Supposons, par l’absurde, que =3>? admet deux solutions v et w.  

La fonction � = ) − � est solution du problème �3M� puisque ��+, 0� = )�+, 0� − ��+, 0� = F�+� − F�+� = 0. 
D’après la question précédente, � = 0 d’où 	) = �. �h	TU�  

3. Résolvons le problème =3>?.    
Par la méthode de séparation de variables, posons 		��+, D� = ��+�P�D�. �R, S	TU�	   

L’équation s’écrit �P_ = �__P			�_Xù				 �__� = P′P 		.		 
Les variables sont indépendantes d’où 	�__� = V = P′P 							�V ∈ ℝ�, �R, S	TU� 
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 et on a �\ × R, S	TU� ^�__ − V� = 0, ��0� = 0 = ��C�,P_ − VP = 0.																																									 & 
- Résolution de l’équation en X : 

Si V ≥ 0, nous obtenons la solution triviale. 

Si V < 0 alors 	��+� = ` cos=+√−V? + b sin=+√−V?	 
et  des conditions aux limites,  il s’ensuit que ` = 0,				b sin=C√−V? = 0. 

La solution est non triviale pour  C√−V = �
	, � ∈ ℕ∗  i.e.   V = −�2yL �� , �� ∈ ℕ∗�.  
La famille des solutions de l’équation en X est, �2�+� = �2 sin �2yL +� , �� ∈ ℕ∗�. �h	TU�   

- Résolution de l’équation en T: Pour V = −�2yL �� ,				P_ + �2yL �� P = 0. 
L’équation s’écrit �P ≢ 0�, �PP = −��
C �� �D, 
d’où   ln|lP| = −�2yL �� D ,  (D constante réelle  non nulle) 

et donc     P�D� = 4� exp �−�2yL �� D� . 
La famille des solutions en T est,  			P2�D� = �2 exp �−�2yL �� D� , �� ∈ ℕ∗�. �h	TU�						  
Ainsi nous obtenons la famille de solutions suivante: 

�2�+, D� = �2 sin ��
C +� exp �−��
C �� D� , �� ∈ ℕ∗�.		�R, S	TU�				 
La solution du problème est donc 

��+, D� = q�2 sin ��
C +� exp �− ��
C �� D�.				rs
2t4  

Déterminons à présent les coefficients �2:  On a 	��+, 0� = F�+� d’où 

F�+� = q�2 sin ��
C +� .rs
2t4  

On reconnaît le développement en série de Fourier sinus, d’où 

�2 = 2CK F�+� sin ��
C +� �+L
M 	.		�R, S	TU�	 

et  finalement 

��+, D� = 2Cq sin ��
C +� exp �−��
C �� D�K F��� sin ��
C ����L
M .				rs

2t4  


