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Exercice 1(7pts):

Soit G le secteur angulaire plan défini par G = {(r,0); 0< 6 <m/4, 0<r <1}
En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction u(r, 8) solution du
probléeme suivant,

(

Upr +;ur +ﬁu99 =0 dans G

($) JU(T;0)=0=u(r,1T/4), 0<r<i
ou

L 5, (L) =cosb, 0<6 <m/4

Exercice 2(5pts):
Soit y un nombre réel, y > 1. On considere I'équation suivante de l'inconnue v:x — v(x);

—A(wY) = Bv, dans R* (P)
ou 3 est un parametre réel non nul.
On pose pour x = (x1,%3, ..Xp) ER™; v(x) = |x|* = (x? +x2 + -+ x2)z , (a €R).
1. Calculer A(VY).

2. En déduire la valeur de a pour laquelle v(x) = |x|% est solution de I'équation (P).

Exercice 3(8pts):
On considére le probleme suivant,
U = Uy 0<x <L, t>0
(Pr) Su0,t) =0=wu(Lt); t=0
u(x,0)=f(x); 0<x<I,

ot f est une fonction continue par morceaux sur [0, L].
1. Onsuppose que f = 0 et on pose

L 2
J(t) =f (u(x, t)) dx.
0

a. Montrer que la fonction ] est décroissante sur [0, +oo.
b. En déduire que la solution du probléeme (P,) est u = 0.
2. Montrer que si le probleme (in) admet une solution alors celle-ci est unique.

3. Résoudre le probleme (Py).
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Corrigé

Exercice 1(7pts):

Le secteur angulaire plan G défini par G = {(r,0); 0< 6 <m/4, 0<r <1}
Déterminons la fonction u(r, 8) solution du probleme suivant,

1
( Uy +;ur +73u99 =0 dans G

(s) Ju(r,0)=0=u(r,n/4), 0<r<1
l Z—z(l,e)=cose, 0<6<mn/4

On cherchera une solution au moins continue.

Posons u(r,8 ) = R(r)T(0), et portons dans I'équation, nous obtenons apres division par
R(r)T(6):
5 RII + RI 3 TII (0 5 t)
"RTTRT T P

Les variables r et 6 étant indépendantes, les deux membres sont alors constants, on a
RH Rl TII
r? = + T = A= 7 A constante réelle. (0,5 pt)

On obtient les deux équations suivantes: (2 X 0,5 pt)
{ T"+AT =0
r?R"” +rR' — AR = 0.
a T"+AT =0
- SidA <0, puisqueT(0) =0=T(/4)alors T = 0.
- SiA>0alors T(B) =A cos(\/z 9) +B sin(\/z 6
Déterminons les coefficients A et B.
Des conditions T(0) =0 = T(m/4), nous obtenons

A=0 et Bsin(ﬁ 77/4) = 0.
Comme on cherche une solution T non identiquement nulle, on prend sin(\/I n/4) = 0.
sin(ﬁ 71/4) =0 VAn/4 =nm, n €N,

N—

D’ou A = (4n)? ,n € N*.
La famille des solutions de I'équation en T est :
T,,(6) = B, sin(4nf), n € N*. (1 pt)

b. Résolvons I'’équationen R: T>R"” +rR' — AR = 0, pour A = (4n)?, n € N*,
L’équation r?R"” + rR’ — (4n)?R = 0,
est une équation d’Euler, posons R (r) = r® et remplacons dans I'équation, nous obtenons

ala— Dr%+ ar® — (4n)?r* =0
Ceci nous donne
ala—1)+a—(4n)>=0 dou a=+4n.

Et la solution cherchée est, R(r) = Dr*" + Er—*",

Comme R doit-étre définie et continue en r = 0, on prend E = 0 et par suite
R(r) = Dr*™,
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La famille des solutions de I'équation en R est
R, (r) = D,r*™", n € N*. (2 pts)

Par le principe de superposition la solution de (S) est

+0o0 +00
u(r,8) = Z R,(r)T,(0) = Z C,r*"sin(4nd) (0,5 pt)
n=1 n=1
ou l'on a posé C, = B,D, .

Déterminons les coefficients C,:

. \ u
La condition au bord non homogéne > (1,0) = cos 8 nous donne
+00

cosf = Z 4n C,, sin(4no).

n=1
Par multiplication par sin(4k0) et intégration sur 10, m/4[ on obtient

/4 to /4
f sin(4k6) cos 0 d6 = Z 4n C, f sin(4k6) sin(4n6)do,
0 ~ 0

Comme
/4
f sin(4k0) sin(4nB)d6 =0, sin # k.
0
Nous obtenons

/4

/4
j sin(4k0) cos 8 dO = 4kC, f sin?(4k6) do
0 0

D’ou
4 —(-Dk2v2 7'[
16k? —1 2
Et finalement on obtient
8 — (—Dk4v2

Cy , k€N (1,5 pt)

~ (16k% — Dr
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Soient y > 1 un nombre réel et v: x — v(x) solution de I'équation suivante
—A(wY) = Bv, dans R* (P)

ou 3 est un parametre réel non nul.

Pour x = (x1,%5,..%,) ERY; v(x) = [x|* = (2 +x%+--+x2)2, (a €R).
1. Calculons A(vY). Nous avons
= 92pY
2
- ox}
14

AWY) =

2 2 nNZL 2 2 2\ L-1
vV(x) =(xf+x5++x5)2 = (x) = ayx;(xf + x5 + -+ x5;)2

l

D’ou
0%vY ay_ ay_
Py () =ay(xZ + x5+ +x2)2 " +aylay — 2)x?(x2 +x3 + -+ x2)2 °
i
9%vY , 5
5oz () = aylx|* +ay(ay = 2)xi x| = ay|x|**(|x|? + (ay — 2)x7). (1 pt)
i

Ce qui donne

n
AvY(x) = aVIxI“V“‘Z(IxIZ + (ay — 2)x7) = ay|x|"*(n|x|? + (ay — 2)|x|*)

i=1
AvY(x) = ay(n + ay — 2)|x|*"%(1,5 pt)
2. Déterminons a telle que v(x) = |x|% soit solution de I'équation (P).
—A(WY) = v = ay(2 —n —ay)|x|?"? = p|x|*
=(ay—2=aet ay2—n—ay)=p)

De la premiére équation ona ay =a+ 2 , dou
a=——>0, car y > 1 (2 pts)

Et la deuxieme équation nous donne la valeur du parameétre 3

2y(n(y -1 +2)

o= D2 < 0.(0,5pt)

B=—(a+2)(a+n)=—
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On consideére le probleme suivant,
U = Uypy; 0<x <L, t>0
(Pr) qu0,0) =0=u(Lt); t=0
u(x,0)=f(x); 0<x<I,

ot f est une fonction continue par morceaux sur [0, L].
1. On suppose que f = 0 et on pose

J(t) = f (u(x, )’ dx.
0

a. Montrons que la fonction | est décroissante sur [0, +oo[. (1 pt)
La fonction t — u(x, t) est au moins de classe C*, donc ] est dérivable sur 0, +o[, et
L a 2 L L
J'(t) = j a(u(x, t)) dx = 2] u(x, u,(x, t)dx = 2] u(x, )y, (x, t)dx.
0 0 0

Une intégration par parties donne,

L 2 L 2
J'(®) = 2[ulx, u,(x, )%=k — Z.f (uy(x,0)) dx = —Zf (ur(x, 1)) dx,
0 0

car u(0,t) = 0 =u(L,t). Ainsi]' (t) < 0,Vt € |0, +oo[ et ] est décroissante [0, +oo.
b. La fonction ] est décroissante sur [0, +oo[, d'ot J(t) < J(0) = 0, pour toutt > 0.
Mais ] est positive sur [0, +oo|, donc J= 0 et par suite u = 0. (1 pt)
On conclut que la solution du probléeme (P,) est nulle.
2. Montrons que si le probleme (in) admet une solution alors celle-ci est unique.
Supposons, par l'absurde, que (in) admet deux solutions v et w.
La fonction u = v — w est solution du probleme (P,) puisque
u(x,0) = v(x,0) —w(x,0) = f(x) — f(x) =0.
D’apres la question précédente, u = 0 d'ott v = w. (1 pt)
3. Résolvons le probléme (P;).
Par la méthode de séparation de variables, posons u(x,t) = X(x)T(t).(0,5 pt)

L’équation s’écrit

XT'=X"T d'ou T
= on —-=-.
Les variables sont indépendantes d’ou
XII TI
— =A== (1€ER), (0,5 pt)

X T
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etona (2 x0,5 pt)

{X” —X=0 X(0)=0=X(),

T'—AT = 0.
- Résolution de I'équation en X :

Si A = 0, nous obtenons la solution triviale.
SiA < 0alors X(x) = Acos(xV—2) + B sin(xvV-2)

et des conditions aux limites, il s’ensuit que
A =0, Bsin(LV-2)=0.
2
La solution est non triviale pour LNV—A =nm,n € N* iie. 1 =— (nL—") , (n € N).
La famille des solutions de I'équation en X est,
X,(x) = a, sin (nL—nx), (n € N*). (1 pt)

2 2
- Résolution de I'équation en T: Pour A = — (%) , T'+ (%) T =0.
L’équation s’écrit (T % 0),

-
nm

2
d’ou In|DT| = — (T) t, (D constante réelle non nulle)
1 nm) 2
etdonc T(t) = 5 €Xp <— (T) t) .
2
La famille des solutions en T est, T, (t) = b, exp (— (nL—n) t), (n € N*). (1 pt)
Ainsi nous obtenons la famille de solutions suivante:

u,(x,t) = d, sin (%x) exp <— (nL_n)Z t), (n e N*). (0,5 pt)

La solution du probléeme est donc

u(x,t) = i d, sin (nTnx) exp (— (nTn)z t).

Déterminons a présent les coefficients d,,: Ona u(x,0) = f(x) d’ou

flx) = ZOO d,, sin (nL—T[x)
n=1

On reconnait le développement en série de Fourier sinus, d’ou

d, = %LLf(x) sin (nL_nx) dx . (0,5 pt)

et finalement
+00

u(x,t) = %Z sin (nL—T[x) exp (— (%)2 t) fOLf(y) sin (nL_ny) dy.

n=1



