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Exercice 1(7pts):
1. Soient v et w les deux fonctions définies sur R™(n = 2) par
n n
V(@) = Ixl? = ) x? w() = ) (~1* 3
k=1 k=1

o x = (X1,X2, v, Xp ).

Le laplacien d’une fonction u deux fois différentiable sur un ouvert de R™ est défini par
n

a. Calculer Av et Aw.
b. Dans quel cas la fonction w est-elle harmonique ?
2. Soient Q un ouvert borné de R" et u € C?(Q) N C(Q) une fonction non identiquement
constante.
a. Justifier I'existence du maxg u et maxgq u ou 0Q) est la frontiere de ().
b. On suppose que la fonction u est harmonique.
Montrer alors que u atteint son maximum sur 0{) i.e. maxgu = maXyq U.
Indication: Considérer la famille de fonctions u, (& = 0) définies sur Q) par
u.(x) = u(x) + ¢|x|?
et montrer, par l'absurde, que u, n‘admet pas de maximum dans ().

Exercice 2(8pts):
Déterminer la solution v = v(x, t) du probleme suivant
Ve = 4Uyy; 0<x<1, t>0,
v(0,t) =0, v(1,t) =0; t=0,
v(x,0) = f(x); 0<x<1.

Ou f est une fonction continue.

Exercice 3(5pts):
Soit u une fonction réguliere solution de I'équation de la chaleur,
U; = Uy, dans R X [0, +ool.
1. Montrer que, u;(x, t) = u(Ax,A%t) est aussi solution de I'équation de la chaleur
pour tout A € R.
2. Montrer que v(x, t) = xu,(x, t) + 2tu,(x, t) résout également I'équation de la
chaleur.
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Corrigé

Exercice 1(7pts):
1. Les fonctions v et w sont définies sur R™(n = 2) par
n n
v = Il = ) % w() = Y (—-DF
k=1 k=1

o x = (X1,X5, ey Xy ).
a. Calculons Av et Aw.

ov 0%v
a_xl- 2x; = ox? =2
D’ou
n n
Av=Z—=Z =2n. (1pt)
i=1 i=1
De méme
W D)y, = ow _ 2(=1):
0x; ' dx?
et par suite

n
S0
Y= dx?
=1

— zZ(—ni. (1 pt)

b. La fonction w est harmonique si Aw = 0.

Aw=0=2(-1+1—-+(—1D") =0 = npair.
La fonction w est harmonique dans R" si et seulement si n est pair. (1 pt)
2. Soit u € C?(Q) n C(Q) une fonction non identiquement constante ot Q. est un ouvert
borné de R™.
a. Les ensembles Q et 0Q) sont fermés et bornés dans R™ donc compacts et la fonction u est
continue sur Q, par conséquent elle atteint ses maxima dans Q et sur 9Q. (1,5 pt)

b. On suppose que la fonction u est harmonique.
Montrons que u atteint son maximum sur dQ) i.e. maxg U = maxyq U.
Siu est constante ce résultat est évident.
Supposons que u est non constante et considérons la famille de fonctions u, (g = 0)
définies sur () par
u.(x) = ulx) + ¢|x|%
Onaug =u.
Pour tout € > 0 la fonction u, est continue sur le compact Q donc atteint son maximum
en un point x, € Q. (0,5 pt)
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Supposons que x, € Q.. Comme la fonction u, € C?*(() (en faitu, € C*(Q) N C(ﬁ)) alors
2

0
Vug(xo) =0 et He(xo) = (
iy

(xo)) est définie négative. (1 pt)
1<i,jsn

En particulier Au,( xy) = tr(Hs(xO)) <0. (%)

La fonction u étant harmonique donc Au.( xy) = Au(xy) + 2en =2en >0

ce qui est en contradiction avec (x). (1 pt)

En conclusion u, atteint son maximum sur 9€). Ceci est vrai pour tout € = 0, en particulier
pour uy = u et donc maxg u = maxgyq U.

Exercice 2(8pts):
Déterminons v = v(x,t) solution du probleme suivant
Vp = 40y,; 0<x<1, t>0,
(P v(0,t) =0, v(,t) =0; t=0,
v(x,0) = f(x); 0<x<1

f étant une fonction continue.
Posons, selon la méthode de séparation des variables, v(x,t) = X(x)T(t).(0,5 pt)
Les conditions aux bords nous donnent

v(0,t) = 0} _ {X(O)T(t) =0

v(1,t) =0 X(DT(@) =0
Ces équations sont vraies pour toutt = 0,d’ou X(0) = X(1) = 0.

vy = 4v,, = XT' = 4X"'T

Nous cherchons des solutions non triviales d’ou

TI 3 XII
AT X
Puisque les variables x et t sont indépendantes, il existe une constante réelle A telle que
r —A—X” (0,5 pt)
ar— T 0P
Nous obtenons ainsi les équations différentielles suivantes,
T'"—4AT =0 (1) X'"=2X=0 (2) (1pt)

Résolvons I'équation (1) (2 pts)
dT
1= - = 40dt = In|T| = 41t + A = T(t) = Ke**, (4, K € R)

Passons a I'équation (2) (2 pts)
{ X'—-2X=0
X(0)=X(1)=0.
L’équation caractéristique estr? = A
- SiA = 0alors en utilisant les conditions aux bords on trouve, X= 0.
- Sia<0, 2 =—a?aveca > 0alors
X(x) = C; cos(ax) + C, sin(ax).
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Ona, X(0) = 0d’ou C; = 0 et par suite X(x) = C, sin(ax).
Et la condition X(1) = 0 donne

C,sina = 0.
Comme nous cherchons des solutions non triviales nous prenons sin @ = 0.
sina =0 = a =nmn, (n € N*).

Une famille de solutions en x est
X, (x) = a, sin(nmx) (a, € R)
En remplacant A par —(nm)%dans U'expression de T, nous obtenons la famille de
solutions de I'équation en t
T,(t) = be~@nm* (b, € R)
Ainsi une famille de solutions du probleme de départ est
v, (%, 1) = X, ()T, (8) = e~ @ sin(nmx) (c, ER)
Par le principe de superposition, la solution de (P) est

o)

v(x,t) = Z cpe” @Mt sin(nmx). (1 pt)

n=1
Déterminons les coefficients c,,.
Nous avons v(x,0) = f(x) d’ou

[ee)

flx) = Z ¢y, sin(nmx).

n=1
En multipliant par sin(kmx) et intégrant sur [0, 1], nous obtenons

1 had 1
f f(x) sin(knx) dx = Z Cn f sin(kmx) sin(nmx) dx
0 ~ 0
Sachant que
1 1
f sin(kmx) sin(nmx) dx = > 5k
0
o1 6% est le symbole de Kronecker, nous obtenons
1
1
f f(x) sin(knx) dx = > Ck
0
d’ou
1
Cp = Z.f f(x)sin(knx)dx, ke€N* (1pt)
0

et

had 1
v(x, t) =2 z e~ (@nm)?t sin(nmx) j f(y) sin(nmy)dy.
n=1 0
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Soit u une fonction réguliere solution de I'équation de la chaleur,
(E) U; = Uy, dans R X ]0, +ool.
1. Montrons que, uy(x, t) = u(dx, A%t) est aussi solution de de (E) pour tout A € R.
Calculons (uy); et (Uy) o - Nous avons
() (x, t) = ?u(Ax, 4°t) (0,5 pt)
(W (x, 1) = Au,(Ax, 2%t ), (U xx (X, t) = PPuy (Ax, 2%t ). (0,5 pt)
Ainsi
WD (6, 8) = Up)xx (6, 8) = A2 (w0 (Ax, 22t ) — (A%, A% )) = 0 (1 pt)
car uy(r,s) = Uy, (r,5),V(r,s) € Rx]0, +ool.
La fonction u, est donc solution de I'équation de la chaleur pour tout réel A.
2. Montrer que v(x, t) = xu,(x, t) + 2tu;(x, t) résout I'équation (E).
- Premiére méthode: Il suffit de calculer v, et vy,. On a
ve(x,t) = xuye (x,t) + 2us(x, t ) + 2tuy (x,t) (0,5 pt)
Ue(2,t) = Uy (x, ) + XUy (x, ) + 2tus (X, t)
Vi (6, ) = 20Uy (00, £) + XUyser (%, £) + 2tUpyr (x, t ). (0,5 pt)
D’ou
Ve — Uy = XUy + 2Up + 28U — 2Usy — XUyyy — 28Upypx
= x(uxt - uxxx) + 2(ut - uxx) + Zt(utt - utxx) (0: 5 pt)
Mais puisque u; = u,, et u est réguliere alors
(U)x = (Upn)x €t (U = (Uxx)e
D’ou
Uxt = Uxxx €6 U = Upxx
et finalement
Uy — Uy = 0.(1,5 pt)
- Deuxieme méthode: On se sert de la premiere question.
La fonction u, est réguliere par rapport a x, t et A, et comme (uy); = (Up)xx
Alors
azu,l _ 63u,1
010t  0109x2

.(1pt)

D’otl

0 [0uy 0% oy

E(aa) :axZ(aA) 1pt)

Ceci montre que w; = % est solution de I'équation de la chaleur pour tout A € R.
Ona wy(x, t) = xu,(Ax, 1%t) + 2Atu,(Ax, 1%t).

En remarquant que wy(x, t) = xu,(x,t) + 2tu,(x, t ) = v(x, t) (1 pt)

on conclut que v est solution de I'équation (E).



