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EXERCICELI : (sur 11.5) EXERCICE2 : (sur 8.5) (au choix, traiter (A) ou (B))
EXERCICE] : Soient X un ensemble non vide et @ # T < P(X). En hypothése, on considére les 8 propriétés suivantes :

(W oeT, ) xeT,

(3) T est stable par passage complémentaire, (4) T est stable par dif férence,
(5) T est stable par réunion finie, (6) T est stable par intersection finie ,
(7) T est stable par o — réunion , (8) T est stable par o — intersection
i- Parmi les 8 définitions Ty, T, ....., T, Tg suivantes, donner toutes celles qui définissent une tribu de X avec:
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ii- Proposer une définition d’une tribu avec 3 propriétés énoncées dans 1’hypothése et qui n’est pas donnée dans la questionl.
EXERCICE2 : (A) On munit I’ensemble des nombres réels R de la tribu grossiere T; = {@, R}.

1- Donner un exemple de fonction f étagée et J;-mesurable telle que card(Im(f)) = 1.

2- Y’a-t-il une fonction g étagée et T;-mesurable telle que Dim(Im(g)) = 2 ?

3- Donner I’ensemble de toutes les fonctions de R dans R qui sont TJz-mesurables.

On considere les mesures pg et v, : T, = Ry = [0, +00] telles que

_ (0 siA=0 _ (0 SiA=0
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4- Déterminer L1 (R, T, g ) et £; (R, T, v,).

(B) On suppose que I’ensemble R est muni de la tribu discréte T; = P(R).

5- Donner un exemple de fonction F de R dans R et qui soit T;-mesurable.

6- Donner, s’il existe, un exemple de fonction F de R dans R et qui ne soit pas J-mesurable.
7- Donner I’ensemble de toutes les fonctions de R dans R qui sont Jg-mesurables.

On considére les mesures ug et vy : Ty > R, = [0, +o] telles que

(0 siA=0 (0 SiA=0
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4- Déterminer Ll(]R , Tgr Ha ) et Lq (lR , f]:q,vd).
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SOLUTION DE L’EXERCICET1 :

il- Les définitions qui définissent une tribu sont :
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i2- Les définitions Ty, T, Ts, T, Tg ne définissent pas une tribu de X. 5x (1.25)
ii- Comme définition d’une tribu, on peut prendre T < (1) et (3) et (8). (1.5)

SOLUTION DE L’EXERCICE2 : PARTIE A

1- Un exemple de fonction f étagée et T j-mesurable telle que Dim( Im(f)) = 1. On peut prendre f = 2y c'est-a-dire la
fonction constante égale a 2. Elle est étagée car Im(f) = {2} donc card(Im(f)) = 1 et elle est T-mesurable car c’est une
combinaison linéaire de la fonction indicatrice de I’ensemble R et R € Ty. (1.5 pt)

2- Y’a-t-il une fonction g étagée et T j-mesurable telle que card(Im(g)) = 2 ? La réponse est non. En effet, si g est
étagée et Jy-mesurable elle s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices de parties appartenant a 7y = {@, R},

g=axs+bxr avec(aetbréels) et (A €T, et B 617;])
Alors, pour tout x € R, on obtient g(x) = ayy(x) + byr(x) =ax0+bx1=>.

D’ou Im(g) = {b}, donc card(Im(g)) = 1 # 2 c'est-a-dire qu’il n y’a pas de fonction g étagée et T;-mesurable telle
que card(Im(g)) = 2. (1.5 pt)

3- L’ensemble de toutes les fonctions de R dans R qui sont 7" g-mesurables.
Soith : R — R une fonction T;-mesurable. Soit y, € R telle que h(xy) = ¥, pour un certain xo € R (i.e. yo € Im(h)).
L’ensemble {y,} est un fermé, donc un borélien de R et, puisque h est TJy-mesurable, alors h 1 ({yo}) € T, ={0,R}.

Puisque h~*({y,}) contient x, alors A= ({y,}) # @ donc h™1({y,}) = R, ceci implique que la fonction h est constante et
égale a yq. En effet, si x € R alors x € h™({y,}) donc h(x) = v, = h(xy) c'est-a-dire h est constante et égale a y, = h(x,).

L’ensemble des toutes les fonctions J-mesurables est constitué des fonctions constantes de R dans R c'est-a-dire, il est égal a
{f: R>R,  f(x) =y, pour un certainy, € R} =
{f =voxwr, pour un certain y, € R} (1.5 pt)

4i- Déterminer Ll(R,Tg,ug ) : L’ensemble Ll(R,f]jq, Ug ) est constitué des toutes les fonctions f de R dans R, qui

sont Jy-mesurables et telles que

ffdug est fini
R

Soit f : R = R une fonction TJz-mesurable c’est a dire f = yoxg avec Yo € R, alors
—00 si Yo <0
ffd#g =J’0X#g(R)=y0X(+°°)={ 0 si yo=0
R +oo si yy >0

On obtient



(f fdug est fini) si et seulement si (f =0 X yg = 0)
R

Donc L’ensemble Ll(R Ty g ) contient une seule fonction : la fonction identiquement nulle
Ly (R, Ty, ug ) = {f = 0} (1.5pt)

4ii- Déterminer £ (]R T g Vg ) : L’ensemble £; (]R Ty vg) est constitué des toutes les fonctions f de R dans R, qui
sont J;-mesurables et telles que

ffdvg est fini
R

Soit f = yoxg, avec (yo € R), une fonction Ty-mesurable, alors

—00 Si Yy = —00
fdeg =y X Vg(R) =y, X (1) =y, ={ Yo st Yo €R
R

+00 si Yy = 4o

On obtient
(f fdvy est fini) si et seulement si (f = yo X ¥r = Yo, avec yy € R)
R

Donc L’ensemble Ll(IR T Vg ) est constitué de toutes les fonctions constantes a valeurs dans R.
Li(R, Ty pg ) ={f: RoR; f=yoxxp avec yo€R}={f = yo, yo ER} (1.5p0)
PARTIE B

5- Donner un exemple de fonction F de R dans R et qui soit 7" ;-mesurable. On peut prendre, pour F, la fonction

identiquement nulle, c'est-a-dire F = 0 = yj ; elle est T;-mesurable car @ € 7. (1.5pt)

6- Donner, s’il existe, un exemple de fonction G de R dans R et qui ne soit pas 7' ;-mesurable. On sait, d’aprés le cours,
que toutes les fonctions sont mesurables pour la tribu discréte ; = P(R) donc il n’existe pas de fonction G de R dans R et
qui ne soit pas T;-mesurable. (1.5 pt)

7- Donner I’ensemble de toutes les fonctions de R dans R qui soient 7";-mesurables : L’ensemble de toutes les fonctions
de R dans R qui sont T;-mesurables est égal 4 I’ensemble de toutes les fonctions définie sur R et a valeurs dans R. (1.5 pt)

8i- Déterminer £,(R,T 4, g ) : L’application g : Ty = R, n’est pas une mesure donc L’ensemble £; (R, Ty, ug) n’existe
pas car on ne peut pas définir la notion d’intégrale par rapport a p. (1.5pt)

8ii- Déterminer £{(R,T 4, v4). L’ensemble £; (R, Ty, v4) est constitué des toutes les fonctions f de R dans R telles que
f |fldvg est fini
R
Soit f une fonction de R dans R, on traite deux cas (a) et (b)
(a) Supposons f = 0 = y4. On obtient
[ 1r1ave = [ xove = va@ =0
R R

(b) Supposons f # 0. Soit x, € R tel que f(xy) # 0,0n a

1= 1f o) X ey}

L’intégrale par rapport a une mesure est croissante donc g = |f (xo) |} st une fonction étagée et T;-mesurables donc



f Ifldvg > f gdvg = f 1 Geo) ey dva = 1 o)l X va (Lo} = If Geo)| X (+00) = oo
R R R
Donc

f Ifldvg = +oo

R

On conclut alors que £, (R, Ty, v4) contient seulement la fonction identiquement nulle c'est-a-dire

Li(R,Ty,vg) ={f =0} (1.5 pt)



