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Exercice 1(6pts):

Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace de H.
—L
1. Montrer que (F) = F*.

2. En déduire que: F = H  F* ={0}.

Exercice 2(6pts):
Soit M, I'espace des matrices carrées d’'ordre 2. Pour une matrice carrée P d’ordre n on

définit sa trace par, tr(P) = py1 + =+ + ppn OU les p;; sont les éléments diagonaux de la
matrice P.

Soit A,B € M,, on pose F(A,B) = tr( ‘A B).

1. Montrer que l'application F définit un produit scalaire sur M,.

Ind.: Poser A = (a;;) et B = (bij)1<ij<2 et calculer explicitement F (A, B).

1<i,j<2

2. Quel est I'espace orthogonal a la matrice I = ((1) (1))

Exercice 3(8pts):
SoitH = I*(] - 1,+1[,R) = {f:] - 1,+1[> R; f_llfz(x) dx < 00} I'espace de Hilbert
pour le produit scalaire usuel
1
(f.9) = | f@g0)dx.
-1

On définit I'ensemble F par

1
Fz{fEH;f f(x)dsz}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de H.
2. Déterminer F* le sous-espace orthogonal a F.
3. Pour h € H, déterminer Pp(h) projection orthogonale de h sur F.

En déduire la distance de la fonction h:x ~— x + b a F, b étant un parameétre réel.
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Corrigé

Exercice 1(6pts):

F étant un sous-espace de l'espace de Hilbert H.

—\ 1
1. Montrons que (F) " = F*.

p— —
Nous avons déja (F) c Ftcar F c F. (1pt)

—\ 1

Passons a l'inclusion inverse F+ c (F) : (3pts)
Soit x € FL, vérifions que (x,y) = 0 pour tout y € F.
Comme'y € F alors il existe une suite (y,) C F convergeant versy. On a

(e, ¥y =0y — ) + (0, ym) = (x,y — ) car (x,y,) = 0 puisquex € F+ et y, €F.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons

1[G ) = [,y =yl < Hlxlllly = yoll =note 0

car (y,) converge vers y.

D’oit {x,y) = 0 pourtout y € F, d’ot x € (F)l.

Nous venons de montrer que; Vx € H, x E F* = x € (f)L.

DoncFt c (f)l et par suite (f)l =F*

2. Montrons que: F = H & F* = {0}. (2pts)

Nous avons, puisque F estun sous-espace ferméde H, H = F&® (f)L.
D’apreés la premiére question, nous écrivons H = F @ F*.

Ainsi, il en découle directement que F = H si et seulement si FL = {0}.

Exercice 2(6pts):
Soit M, I'espace des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels. Soit A, B € M,, on pose

F(A,B) =tr( 'A-B).
1. Montrons que l'application F définit un produit scalaire sur M,.
Soient A = (aij)lsi,jsz et B = (bij)lsi,jsz deux matrices de My, alors
F(A,B) = tr( ‘A B) = ay1b11 + az1byy + ag2b1; + azyb,; (1pt)
a. Il est évident que F (B, A) = F(A, B). Donc F est symétrique. (1pt)
b. - Vérifions que pour tous A,B,C € M,; F(A+ C,B) = F(A,B) + F(C,B).(0,5pt)
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Nous avons en utilisant I'expression de F:
F(A+ C,B) = (ay1 + c11)b11 + (az1 + c21)ba1 + (a12 + c12)b1; + (az2 + €22) b2
= Q11b11 + c11b11 + A21b21 + C21b21 + Q12D12 + C12D15 + Agaban + C22b2
= (a11b11 + az1b31 + @12b13 + Az2b32) + (C11b11 + Ca1b21 + C12b12 + C22b23)
D’oti F(A+ C,B) = F(4,B) + F(C, B).
- Vérifions que pour tousa € R, A,B € M,; F(aA,B) = aF(4,B).(0,5pt)
Nous avons F(aA,B) = aa ;b1 + aay1b,q + @a ,b1, + aayy b,y
= a(ay1b11 + az1by1 + aq2b1; + azzby;) = aF (4, B).
Des points a. et b. on conclut que F est bilinéaire.
c. Vérifions que F est définie positive. (1pt)
Soit A € My, alors F(A,A) = a?, + a3, +a?, + a3, = 0.
De plus,
FAA)=0oa},+ a5 +ad,+a5, =02 a5, =ay; =a; = =0 4 =0y,

Conclusion. F:M, X M, — R, F(A,B) = tr( ‘A - B) est un produit scalaire sur M,.
2. Déterminons l'espace orthogonal a la matrice I = ((1) (1))

Soit C = (‘Cl Z

) € M,, alors C est orthogonale a I si et seulement si F(C,1) = 0.

FCD=0etr(C-I)=0=a+d=0d=—a

Par suite I'espace orthogonal a I est constitué des matrices de M, a trace nulle,

. . _(a b

i.e. les matrices de la forme C = (C —a)' (2pts)

Ona
a b\_(a 0 0 by, (0 0y_ (1 0 1 0 0 0
G 2)=G “D+G o+ o)=alo “)*2( o)*<(p 1)

En conclusion.
{I}J- = VeCt{Eo, El' Ez}

b=y 2) B=( o) E=( 1)

ol
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Soient H = L*(] — 1,+1[,R) I'espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f,g) = f FG)g() dx.
-1

et F I'ensemble défini par

F = {f € H; flf(x)dx = 0}.
-1

1. Montrons que F est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Soit l'application ¢:H — R définie par

1
o(f) = f f(@)dx.

L’application ¢ est évidemment linéaire et F = ker ¢ = ¢~ 1({0}). (2 x 1pt)
Si ¢ est continue alors F sera un sous-espace fermé de H.
Vérifions que ¢ est continue.

Pour tout f € H, nous avons, en notant par 1 la fonction p. p. égale a 1 dans |—1,1[

1
[ reax| = w0l < i = vz sl apo

lo(H)I =

et la continuité de ¢ en découle. On conclut que F est un sous-espace fermé de H.
2. Déterminons F* le sous-espace orthogonal a F. (1pt)
F étant le noyau d’une forme linéaire continue, c’est donc un hyperplan fermé et par suite

son orthogonal F* est de dimension 1. Nous avons

1
Vf € F,f f(x)dx =0

d’ou, Vf € F,(1,f) =0, ceci montre que 1 € F, ainsi

Ft=vect{1}={f €eH;f =11, A € R} = {f € H; f constante p.p dans |—1,1[ }.
3. Soit h € H, déterminons Pr(h) projection orthogonale de h sur F.
Posons g = Pr(h), alors

{h—gEFL
g€EF

D’ou, il existe une constante réelle A telle que

h(x) —gx) =4, p.p. x€]-1,1]
1
f g(x)dx = 0.
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Intégrons sur |—1,1[ les deux membres de la premiere égalité, nous trouvons

1 1 1
f h(x)dx =21 = 1= E,f h(x)dx
-1 -1

et par suite en remplagant dans la premiére égalité, nous déduisons que

1 1
g=h-— —f h(x)dx = Pz(h).(2pts)
2)_4

Calculons la distance de la fonction h:x — x + b a F, b étant un parametre réel.

On a

1
d2(h, F) = |lh — Pe(W)|I2 = f Ih(x) — Pp(h) () |2dx
1 1 1 1
Pz(h)(x) = h(x) — E,f h(x)dx =x+b — E,f (x+b)dx =x

1 1
d?(h,F) = f |h(x) — Pr(h)(x)|?dx = f b%dx = 2b?.

D’otl finalement, d(h,F) =2 |b|. (2pts)
Remarque: Nous avons h =1+ b1 € H = F®F*. Commel € F et b1 € F* alors
Pp(h) =1dou h— Ps(h) =bl. Ici I(x) =x p.p.x € |-1,1[.



