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Exercice 1(6pts):    

Soit � un espace de Hilbert et � un sous-espace de �. 
1. Montrer que ���� = ��. 
2. En déduire que: 			� = � ⟺ �⊥ = �0
. 

 

Exercice 2(6pts):    

Soit �� l’espace des matrices carrées d’ordre 2. Pour une matrice carrée P d’ordre � on 

définit sa trace par,  ����� = ��� + ⋯ + ���  où les  ���  sont les éléments diagonaux de la 

matrice P. 

Soit �, � ∈ ��, on pose ���, �� = ��� � ∙! ��.  

1. Montrer que l’application �  définit un produit scalaire sur ��. 
Ind.: Poser � = �"�#��$�,#$�  et 	� = �%�#��$�,#$� et calculer explicitement	���, ��. 

2. Quel est l’espace orthogonal à la matrice & = '1 00 1). 
 

Exercice 3(8pts):    

Soit � = *��] − 	1, +1[, ℝ	� = /0: ] − 	1, +1[⟶ ℝ;		4 0��5��6� 75 < ∞:	l’espace de Hilbert 

pour le produit scalaire usuel 

〈0, <〉 = > 0�5�<�5��
6� 75. 

On définit l’ensemble � par 

� = ?0 ∈ �;	> 0�5�75�
6� = 0@. 

1. Montrer que � est un sous-espace vectoriel fermé de H. 

2. Déterminer �� le sous-espace orthogonal à �. 

3. Pour ℎ ∈ �, déterminer �B�ℎ� projection orthogonale de h sur �.  

En déduire la distance de la fonction  ℎ: 5 ⟼ 5 + %  à  F, 	% étant un paramètre réel. 
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Corrigé 

Exercice 1(6pts):    �  étant un sous-espace de l’espace de Hilbert �.   
1. Montrons que ���� = ��. 
Nous avons déjà  ���� ⊂ �� car  � ⊂ �. �EFG� 

Passons à l’inclusion inverse �� ⊂ ����: �HFGI� 

Soit 5 ∈ ��, vérifions que 〈5, J〉 = 0 pour tout  J ∈ �. 

Comme J ∈ �	alors il existe une suite �J�� ⊂ � convergeant vers J. On a  〈5, J〉 = 〈5, J − J�〉 + 〈5, J�〉 = 〈5, J − J�〉   car  〈5, J�〉 = 0  puisque	5 ∈ �� et 	J� ∈ �. 
En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons |〈5, J〉| = |〈5, J − J�〉| ≤ ‖5‖‖J − J�‖ ⟶�→OP 0 

car  �J�� converge vers J. 
D’où 〈5, J〉 = 0 pour tout 	J ∈ � , d’où 5 ∈ ����. 
Nous venons de montrer que;   ∀5 ∈ �, 5 ∈ �� ⟹ 5 ∈ ����. 
Donc �� ⊂ ����	 et  par suite ���� = ��. 
2. Montrons que: 			� = � ⟺ �� = �0
. �SFGI� 

Nous avons, puisque  �  est un sous-espace fermé de �,  	� = �	⨁ 	����. 
D’après la première question, nous écrivons  � = �	⨁ 	��.  
Ainsi, il en découle directement que � = � si et seulement si 	�� = �0
. 

 

Exercice 2(6pts):    

Soit �� l’espace des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels. Soit  �, � ∈ ��, on pose  

���, �� = ��� � ∙! ��. 

1. Montrons que l’application �  définit un produit scalaire sur ��. 
Soient � = �"�#��$�,#$�  et 	� = �%�#��$�,#$�  deux matrices de ��, alors 

	���, �� = ��� � ∙! �� = "��%�� + "��%�� + "��%�� + "��%��		�EFG�	 
a. Il est évident que ���, �� = ���, ��. Donc F est symétrique.	�EFG�  

b. - Vérifions que pour tous �, �, U ∈ ��	;  ��� + U, �� = ���, �� + ��U, ��. �V, WFG�  
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Nous avons en utilisant l’expression de F: 

 ��� + U, �� = �"�� + X���%�� + �"�� + X���%�� + �"�� + X���%�� + �"�� + X���%�� = "��%�� + X��%�� + "��%�� + X��%�� + "��%�� + X��%�� + "��%�� + X��%�� = �"��%�� + "��%�� + "��%�� + "��%��� + �X��%�� + X��%�� + X��%�� + X��%��� 

D’où  ��� + U, �� = ���, �� + ��U, ��. 
   - Vérifions que pour tous Y ∈ ℝ, �, � ∈ ��; 			��Y�, �� = Y���, ��. �V, WFG� 

Nous avons  ��Y�, �� = Y"��%�� + Y"��%�� + Y"��%�� + Y"��%��  							= Y�"��%�� + "��%�� + "��%�� + "��%��� = Y���, ��. 
Des points  a. et b.  on conclut que F est bilinéaire.  

c. Vérifions que F est définie positive. �EFG� 

Soit 	� ∈ ��,  alors  ���, �� = "��� +	"��� + "��� + "��� ≥ 0. 
De plus, 

 ���, �� = 0 ⟺ "��� +	"��� + "��� + "��� = 0 ⟺ "�� = "�� = "�� = "�� = 0 ⟺ � = 0[\ . 
Conclusion.   �: �� × �� ⟶ ℝ, ���, �� = ��� � ⋅ �! � est un produit scalaire sur ��. 
2. Déterminons l’espace orthogonal à la matrice & = '1 00 1). 
Soit  U = '" %X 7) ∈ �� , alors U est orthogonale à & si et seulement si ��U, &� = 0. 

��U, &� = 0 ⟺ ��� U ⋅ &! � = 0 ⟺ " + 7 = 0 ⟺ 7 = −". 
Par suite l’espace orthogonal à & est constitué des matrices de �� à trace nulle, 

i.e. les matrices de la forme  U = '" %X −"). �SFGI� 

On a  

'" %X −") = '" 00 −") + '0 %0 0) + '0 0X 0) = " '1 00 −1) + % '1 00 0) + X '0 00 1) 

En conclusion. �&
� = vect�cd, c�, c�
 

où  cd = '1 00 −1) , c� = '1 00 0) , c� = '0 00 1). 
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Exercice 3(8pts):    

Soient � = *��] − 	1, +1[, ℝ	�	 l’espace de Hilbert pour le produit scalaire  

〈0, <〉 = > 0�5�<�5��
6� 75. 

et  � l’ensemble défini par 

� = ?0 ∈ �;	> 0�5�75�
6� = 0@. 

1. Montrons que � est un sous-espace vectoriel fermé de H. 

Soit l’application  e: � ⟶ ℝ  définie par 

e�0� = > 0�5�75�
6� . 

 L’application e est évidemment linéaire et � = ker e = e6���0
�.  �S × EFG� 

Si e est continue alors � sera un sous-espace fermé  de �. 
Vérifions que e est continue.  

Pour tout 0 ∈ �, nous avons, en notant par E la fonction p. p. égale à 1 dans ]−1,1[ 

|e�0�| = h> 0�5�75�
6� h = |〈E, 0	〉| ≤ ‖E‖‖0‖ = √2	‖0‖	�EFG�	 

et la continuité de e en découle.  On conclut que F est un sous-espace fermé de H. 

2.  Déterminons �� le sous-espace orthogonal à �. �EFG� 

F étant le noyau d’une forme linéaire continue, c’est donc un hyperplan fermé et par suite 

son orthogonal  ��	est de dimension 1.  Nous avons  

∀0 ∈ �, > 0�5�75�
6� = 0 

d’où,  		∀0 ∈ �, 〈E, 0	〉 = 0, ceci montre que E ∈ ��, ainsi �� = klX��E
 = �0 ∈ �; 0 = mE, m ∈ ℝ
 = �0 ∈ �; 0	Xn�o�"��l	�. �	7"�o	]−1,1[	
. 
3. Soit	ℎ ∈ �, déterminons �B�ℎ� projection orthogonale de h sur �.  

Posons < = �B�ℎ�, alors 

pℎ − < ∈ ��< ∈ � q 
D’où, il existe une constante réelle m telle que 

rℎ�5� − <�5� = m,			�. �.		5 ∈ ]−1,1[
> <�5�75�

6� = 0. q 
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Intégrons sur ]−1,1[ les deux membres de la première égalité, nous trouvons 

> ℎ�5�75�
6� = 2m ⟹ m = 12 > ℎ�5�75�

6�  

et par suite en remplaçant dans la première égalité, nous déduisons que 

< = ℎ − 12 > ℎ�5�75�
6� = �B�ℎ�. �SFGI�	 

Calculons la distance de la fonction  ℎ: 5 ⟼ 5 + %  à  F, 	% étant un paramètre réel. 

On a 

7��ℎ, �� = ‖ℎ − �B�ℎ�‖� = > |ℎ�5� − �B�ℎ��5�|�75�
6�  

�B�ℎ��5� = ℎ�5� − 12 > ℎ�5�75�
6� = 5 + % − 12 > �5 + %�75�

6� = 5 

7��ℎ, �� = > |ℎ�5� − �B�ℎ��5�|�75�
6� = > %�75�

6� = 2%�	. 
D’où finalement,  7�ℎ, �� = √2	|%|. �SFGI� 

Remarque: Nous avons  ℎ = & + %E ∈ � = �⨁��.  Comme & ∈ �	l�	%E ∈ �� alors �B�ℎ� = & d’où  ℎ − �B�ℎ� = %E.   Ici  &�5� = 5			�. �. 5 ∈ ]−1,1[.	 
 

 


