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Espaces Normés et Analyse Hilbertienne Examen Final 1H45

Exercice 1: On considére 'espace de Hilbert E = {f: [-1,1] — R; f_lllf(x)lzdx < }
de produit scalaire (f, g) = f_llf(x) g(x)dx. On pose
1
m:= inf f le* — (ax + b)|%dx.
a,beR 1
1. Montrer que m existe. 2. Calculer m.
Exercice 2: Soit E un espace de Hilbert de dimension infinie sur R,

et soit (e,)nen* Une base hilbertienne de E.
Montrer que E est isomorphe (et isométrique) a l'espace de Hilbert £2(N*) ou

£2(N*) = {(un)nEN*: u, € R et Z u2 < o }
n=1
Exercice 3: Soit

T
E= {f: [-m,n] —C f |f () |dx < oo }
-1
E est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

1 (" _
(1.9) =5 | 103G

1. SoientF = {f € E; f(0) = 0} et q(x) = cosx.
a. Vérifier que q € E\F.
b. Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de E.
¢. Endéduire qu'il existe une unique fonction g € F telle que

fn(g(x) —cosx) f(x)dx =0, Vf€EF.

2. Onposepourtous n € Zetx € [-m,m]; v,(x)=e™,
a. Montrer que la famille (vy,) ez est orthonormée dans E.
On admet que (v,),ez est une base hilbertienne de E, et soit f(x) = x.
b. Calculer les coefficients de Fourier de f.

¢. En déduire que
Z 1 n?
nz 6

n=1

;* (- ;)" _

d. Calculer la valeur de

Baréme: Exercice 1: 7pts Exercice 2: 5pts Exercice 3: 8pts.
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Exercice 1:

E= {f= [-11] — R; f |f () |?dx < oo },(f,g) =f f(x) g(x)dx.
-1 -1

On pose
1

m:= inf f le* — (ax + b)|?dx.
a,beR -1
1. Montrons que m existe: m peut-étre écrit comme suit,

2
— 3 2 _|[; — A2
m = infllg - £II* = (infllg = £1l) = d*(g,F).
ol F est I'espace des polynémes de degré < 1 et g(x) = e*.
(1pt) Fest un s-ev fermé (dim F = 2) de I'espace de Hilbert E, alors la projection
de g sur F existe et est unique et nous avons

m = |lg — Pr(g)II*.
2. Calculons m:

- Déterminons d’abord h := Pp(g). h est caractérisée par:

apex){, "0

{1, X} est une base de F, d’ou
h=aX+p
) ={@g-aX-p1)=0
(g—aX—-pB,X)=0.
(0,5ptx2)

(g—aX—p1y=0 ([ (e —ax—Bdx=0 (e—e'=28=0
{( _aX_IBX)_():} 1 X = 26_1—2(1_0
g A) = J_(e* —ax —B)xdx =0 &=
:{ﬁ - Sh_ll (0,5ptx2)
a=3e ".
Ainsi h(x) = 3e !x +sh 1.
- Calculons m

1
m=|lg—h|?= f (ex — (3e7x +sh 1))2dx.
-1
Ona

1 1
j (e* — (3elx +sh 1))2dx = f (e?* —2(3e 1x +sh1)e* + (3e1x + sh1)?)dx.
1 -1

Apreés calcul, on trouve m =sh2 —6e %2 —2sh?1 =1—7e™ 2. (2 pts)
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Exercice 2: Soit E un espace de Hilbert sur R de base hilbertienne (e;,)nen*
Montrons que E est isomorphe (et isométrique) a I'espace de Hilbert

[ee)

#2(N*) = {(un)neN*: u, € R et Z u2 < oo }
n=1
On sait que

Vx EE:x = Z(x,en)en
n=1

et l'identité de Parseval donne

(o]
Il = ) I6x, e,
n=1

comme ||x||? < oo, considérons alors l'application f: E — £2(N*) définie par

f(x) = ({x, en))nzl-

1. festlinéaire : (1pt)
Vx,yEEVa€eER; f(x+ay)=({x+ ay,e))ns1
La bilinéarité du produit scalaire et les opérations sur les suites donnent
fO+ay) = (x,en)n=1 + al{y, endn=1 = fF(X) + af (),
2. festinjective : Soit x € Ker f,
X € Kerf = f(.X') = 032(1\]*)
= ((x,en)n=1 = O{JZ(N*)
= (x,e,) = 0,¥Yn € N7,
or x = Yns1{x, ep)e, dou x = 0.
Ainsi Ker f = {0} et par suite f est injective. (1, 5pt)
3. festsujective: Soit (u,), € £2(N*). Montrons qu'il existe x € E tel que

f(x) = (un)nzl-

Posons

n=1
Alors pourtoutj € N*
(00} fo'e) o
(x’ ej) = (Z unenrej) = Z Un (en; ej) = Z Un 6111 = U
n=1 n=1 i n=1

car la famille (e,) ,en+ €St orthonormée (5,]1 est le symbole de Kronecker).
Dot (Up)ns1 = ({x, €)1 = f(x) et x est défini par (1). fest donc
surjective. (1, 5pt)

4. On pour toutx € E: If NI = 1(x, en)na1ll? = Znaal(x, ex)l? = llx|I?
La deuxiéme égalité c’est la définition de la norme de £%(N*), la troisiéme c’est
I'identité de Parseval.
En conclusion f est un isomorphisme isométrique et E est isométriquement
isomorphe a £2(N*). (1pt)
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Exercice 3: Soit l'espace de Hilbert

YA 1 A -
E= {f: [-mr] = G [ IfeFdr < e } (f.9) =5 | Fe)gGIdx

1. SoientF = {f € E; f(0) = 0} et q(x) = cosx.
a. Vérifions que q € E\F. On a

Y T
f (cosx)?dx S.f dx = 2m
-7 -1
donc q € E, et puisque q(0) = cos0 =1 # Oalorsq & F.Ainsiq € E\F. (1pt)

b. Montrons que F est un sous-espace vectoriel fermé de E. (1pt )
1¢ Méthode: - On montre que:Vf,g € F,Ya € C:f + ag € F.
(évidemment F n’est pas vide !)
- On montre que si (f,,) est une suite de F convergeant vers f € E, alors f € F.

2¢ Méthode: On considére I'application @:E — C,f — @(f) = f(0).
On montre que @ est linéaire, c’est donc une forme linéaire.

On montre que @ est continue

On voit que F = Ker ¢, et F est alors un sous-espace vectoriel fermé de E.

¢. Montrons qu'il existe une unique fonction g € F telle que
Y
f (g(x) —cosx) f(x)dx =0, Vf€EF. (%)
-7

Ona (x) 2n{g—q,f)=0,VfEF
Ce quirevient aécrire: (q—g,f)=0,Vf €EF.
Et c’est la caractérisation de la projection orthogonale de q sur F!
Or F est un sous-espace vectoriel complet, donc la projection de q sur F existe et
est unique, etona g = Pr(q). (1pt)
2. Onposepourtous n € Zetx € [-m,m]; v,(x)=e™,
a. Montrons que la famille (v,) ez est orthonormée dans E.
On a pour toutn € Z

1 (7 . . 1 (™
v,) = — inx g=inxgy = — | dx =1, (0,5pt
(Vn, V) an_ne e x an_nx (0,5pt)

et pour tous entiersn et m, n # m,

(v, v.,) = _.fneinx o~ UMX o — 1 [ei(n—m)x]"
wemt o) 2(n—m)m o
(-1 — (-
= = 0.(0,5pt
2(n—m)m (0,5pt)

On admet que (v,),ez est une base hilbertienne de E, et soit f(x) = x.
b. Calculons les coefficients de Fourier de f.

1 3
co=—1| xdx=0 (0,5pt
Ly j_n (0,5pt)
et pourn € 7%, par une intégration par parties on trouve

1 T ) n
Cp = —f xe ™dx =i
2w )_,

) . (1pt)
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¢. Montrons que
o 2
Y=
nz 6

n=1
D’apres l'identité de Parseval

1= Yl = Y =2

nez nezZ* nenN*
Et
1 (™ 1 w?
2 20y = — [x31%. = —
I = 57 | P = bt =
d’ou
1 n?
zﬁ=? (1,5pt)
neN*
d. Valeur de
Z D"
—
nez*
On a

fx) = Z Cp Up(x) = Z i%einx.

Nnez nez*

Pour x = 0, on trouve




