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EXERCICEL : Soient(X,T) un espace mesurableg: X — R une fonction (T,B(]R))-mesurable. Pour touta > 0, on
posed, = g~ (]—a,al), 4, = g~ ([a, +o]) etd, = g~1(]—oo, —a]) et on définit ldfonctiong, : X - R par

a si gx)=a
XEX > go(x)=49g0) silgx)l<a

—-a sig(x) < —a
i- Montrer que les ensembles,, A,, A, appartiennent &. 1.5pt
ii- Soit la fonction G, = gxa, + axa, — axa,- Montrer que 'ona g, = G,. 1.5pt
iii- En déchire que, paur tout @ > 0, la fonction g, e (7, B(R))-mesurable. 1pt
iv- Montrer que, por tout b € ]—a, af, ona (gz) "t (]—, b)) = g 1([—a, b[) 1pt
v- Déterminer(g,)~*(]—oo, b[), pourb < —a puis pou b > a. 1pt
vi- En déduire qug, e< (7, B(R))-mesurabldutiliser la définition). 1pt

EXERCICE?2 : 1) Rappeler la construction #€R), la tribu borélienne dR = [—, +o] (espace métrique) en
commencgant par définir la distance qui engendstrsature d’espace métrique puis d’espace mesurable 1pt

2) On sippose que les structurepologique et borélienne de I'espace métriBue ]—oo, +o[ sont connues@(R) étant sa
topologie eB(R) sa tribu boréliennedonnera caractérisation d’'un ouvelit deR puis d’un borélied deR. 1pt

3) Déterminer, danR, la boule ouvert® (0, g) et la boule fermés (+oo, %) Le singletor{+o} est-il fermé dan® ? 3pt

EXERCICE3 : On nuni R? de sa triln borélienneB(R?). Soientd = 1-1,0] x [-1,0], B = [0,1] x [0,1] des parties dR?
etf: RZ-> Rtellequef =2y, — x5

i- Montrer cue la fonctionf est(B(R?), B(R))-mesurable et étagée. 2pt
ii- DéterminerA N B puis en dédire que card(Im f) = 4 etcard(Im|f|) = 3. 3pt
iii- Donner I'écriture canonique de chacune desfimsf et |f|. 3pt
1- En général, s¥ estun ensemble quelconque et f: X — R une fonction étagée, montreuecard(Im|f|) < card(Im f). 2pt
2- Silm f = {y4,¥3,, .... ¥}, donnemne condition sffisante sir les éléments den f pour avoir I'inégalité stricte. 2pt
Supposons ge X est nuni d’une triku 77, Montrer que sif : X — R est étagée §t-mesurable alors |f| I'est aussi. 2pt

La réciproque est-elle vraie ? Considérer f = y, — yz0UA & T. 2pt



SOLUTION DE L'EXERCICE N°1

i) les ensembled, A1, A, appartiennent aT.

Les ensembled, = g *(]—a,a]), 4; = g~ ([a, +]) et 4, = g~ (]—o0, —a]) sont les images réciproques de boréliens panietitm
mesurablgy donc appartiennent7a: [a, +o[ et ]—o0, —a] sont des boréliens car fermég-et, a[ est un borélien car ouvert.

ii) Les fonctions g, et G, = gx4, + axa, — ax,, Sont égales.

Les fonctiong, et G, ont le méme ensemble de dépért le méme ensemble d’arrivée En pls, pourtatx € X, on a:

asi gx)=a asi g(x) € [a,+oo[ asi x€g(a,+o[) a si xX€A
Joa(x) =19 si |[gx)| <a=4 gx) si gix) €]-a,a] =4 gx)si x€ g (-a,a) =19(x) six€A4,
—a si g(x) < —a —a si g(x) €]—o0,—al —a si x € g71(]—o,—al]) —a Six€A4A,

90X, () + ), () = axa, (¥) = (gita, + @Xa, — axa,)(X) = Go(x)
D'ou g, = G,.
iii) Pour tout a > 0, la fonction g,, ex (7, B(R) )-mesurable.

En effet, la fonctiorh = ay,, — ax,, est étagée ehesurable car les ensemblgs A, € T et la fonctiork = gy,, est mesurable car c’'est
le produit de deux fonions mesurableg et x,, doncg, = k + h est mesurable car c’est la somme de deuxiame mesurables.

iv) Déterminer (g,)~*(]—oo, b), pour b < —a et et b > a puis mortrer que (g,) "t (]—oo, b[) = g~*([—a, b)), pour tout b € ]—a, a.
Pour b < —a, remargons gqie g, (x) € [—a, a] donc, on otient :

(9)7'd-,bD =9
Car, six € (ga)"*(J—oo, b)) alors g,(x) < b doncg,(x) < —a. C’eg en conradiction avecg,(x) € [—a, a] donc(g,) *(J—oo, b]) = @.
Pourb>a,ona:

()7 (J=,bD =X
Pourb=a,ona:

(@)(-o,a) =X - 4,

Pour b € ]—a,a[, paur tout x € X, on a:

x € (ga)7'(J—0,bD)

=
x € (go)~'(J=o0,—al U [-a,b])
=
x € ((9)* (=%, ~aD U (g)*([~a,bD)

S

x €U (97" ([-a,bD)

=4

x € (g)'({—a}u]-a,bD

=4



x € (g) ' ({—a) U (g) ' (—a,bD
PN

(9.(x) = @) ou (x € (g)*(—a,bD)
PN

(x € 4;) ou g(x) € (]-a,b))
PN
(x€4,) ou (x€g'(-a,bD)
o
x € A, U g7*(J—a, b))
iv) La fonction g, es (7, B(R))-mesurable(utiliser la définition).

On a motré dans la question précédenteg q

(0] si b<—a
_ A,Ug*(J-a,b)) si —a< b<a
11— ,b — 2
(927 (=0, bD e
X si b>a

Ona
PET, XEeT, X—A €T (carA, €T) et A,Uugt(]-a b)) eT
(car A, € T et g est mesurable donc g~*(]—a, b[) € T)
Donc, erutilisart la définition, g, est(7, B(R))-mesurable, gisque

VbER,  (g)'(-»,bDET

SOLUTION DE L’EXERCICE N°1

1) Rappeler la construction de latribu borélienne deR.

La distance qui engendre la structure d’espaceiquétdeR = [—oo, +] eg définie par
s T
6(x,y) = |arctan x — arctan y| avec arctan(+o0) = 5 et arctan(—o) = -3

La tribu borélienn@(R) est la tribu engendrée parttgpologie0(R) de I'espace métriquR (c'est-a-dire la famille desiverts
relativemert & la mérique § deR). On ohient 'espace magable(R, B(R)).

2) La caractérisation des ouverts edes boréliens dR. SotV ¢ RetAc R,ona:
VeOR) & (Veo®)ou(V=UUI ouU€O) etl € {{—on},{+c},{—00,+00}})
AeBR) & (AeBM))ou(A=BUI ouB €B(R) et € {{—oo},{+00},{—00, +0}})
3) La boule ouverteB(0,7/2), dansR.
Soitx e R,on a:
x €B (0,%) = 6(x,0) < % & |arctanx — arctan 0| < % = —% < arctanx < % < x ER

DoncB(0,7/2) =R



4) La boule ferméeB (+,1/2), dansR.
Soitx e R,on a:

x €§(+00,g) < 6(x, +0) S%@ arctanx—g S%@ —%+%S arctan x Sg+g(:> 0 < arctanx S%(:»x € R, U {+o}.
DoncB(0,7m/2) = R, U {+o0} = [0, +]

5) Le singleton{+ow} est-il fermé dansR ? Qui car, dansin espace métriquegus les singleons son des fermés.

Une autre méthode: On peit aussi remarger que {+w} = B(0,7/2) — B(0,7/2) c'est-a-dir§+o} = B(0,7/2) n B(0,7/2) donc{+o}
eg fermé car il esl'intersetion de dex fermés a savoiB (0,7/2) (boule fermée) eB(0,/2) (complémentaire d’une boule ouverte)

SOLUTION DE L’'EXERCICE N°3

i) La fonction f = 2y, — xp est étagéear c’es une combinaison linéaire de 2 farans indicarices a savoiy, et xz.
ii) La fonction f est(B(]RZ),B(R))—mesurablecar les ensembleset B sont des rectangles donc des borélienk*de
i) DéterminonsA N B oUA =1-1,0] x [-1,0] etB = [0,1] x [0,1] : Soitu = (x,y) € R?, on a
u=(xy)€EANB
=1
u€Adetu€B
=1
(xe]-1,0lety e [-1,0D et (x € [0,1] ety € [0,1])
=
(xe]-1,0]etx e[0,1]) et (y € [-1,0] et y € [0,1])
=
(x€]-1,0] n[0,1]) et (y € [-1,0] n[0,1])
=1
(x €{0}) et (y € {0}
=1
u=(x,y) =(0,0)
=
u = (x,y) €{(0,0)}
DoncAn B = {(0,0)}

iv) Montrons que card(Im f) = 4. Par dé&erminer 'ensemblém f, remargions que les ensembléset B définissent une partition d&?
constituée de 4 ensemblegs— B, B — 4, An B,AU B}. Pour tout1 = (x,y) € R? on obtient,

(2—0:2 siu=(x,y) €EA—B

0-0=0siu=(x,y)€AUB
Ontrouvelm f = {—1, 0,1, 2} donccard(Im f) = 4.

iv) Montrons que card(Im|f|) = 3. Pour tout1 = (x,y) € R? ona:



12|=2 siu=(x,y)€EA-B
P = 12a0) — xaCu)] = { L s e €5
tIOI =0 siu=(x,y)€EAUB
OntrouveIm|f| = {0, 1,2} donccard(Im|f]) = 3.
v) L'écriture canonique def :onaf '((2D =A4—-B, f'{-1D=B—-4, f'{1)=4nB, f'{0})=4AUB,dou
f =2Xa-8— Xp-a+ Xans + OXavs = 2Xa-5 — Xp-a + Xans
vi) L'écriture canonique de |f|:on alf|"*({2) =A—B, |fI"*{1)=(B-4A)UAnB)=B, |fI7*({0})=4AUB,dou
Ifl = 2Xa-p + X5 + OXxavs = 2Xa-5 + X5
1- Sif est étagée alorsard(Im|f|) < card(Im f) car sim f = {y,,y,,, ...y} alorsim|f| = {|y4], |¥2|,, ... [y:|} donc
card(Im|f]) < card(Im f)
car, s'il existe i et j tel que y; = —y; alors |y;| = |yj| donc card(Im|f]) <n—1<n= card(Imf)
2- Une condition siffisante aur les éléments ddm f pour avoir card(Im|f|) < card(Im f) est la sivante
3i,j€{12,.,n} : y;=-y;
3- L’ensembleX est nuni d’une tribu 7. Sif : X —» R est étagée el-mesurable alors |f| I'est aussi.
D’apres & questionl, la fonction|f| es étagée catard(Im|f|) < card(Im f) donclm|f| est fini puisque Im f est fini.
Montrer qu’elle eg T-mesurable. Soit v : R — R la fonction valeur absolue, on a |f| = vof. En effet,
Ifl:x = IfQl et vof : x»vof(x) =v(f(x) = If (I,
Donc |f| = vof.
Ainsi,ona:
f: X7 — (]R,B(]R)) mesurable et v: (]R,B(]R)) — (]R,‘B(]R)) mesurable (car v est continue)
La fonction |f| est la composée de fonctions mesurables donc elle est (T, B(R))-mesurable‘

3- La réciproque est fausse. La fonction f = y, — xz ou A € T en est un contre exemple. En effet, f n’est pas mesurable car A n’est pas
mesurable et |f| = 1 = yx est mesurable car X est mesurable.



