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Espaces Normés et Analyse Hilbertienne Examen Partiel 1H30

Exercice 1: Soit E un espace de Hilbert dont le produit scalaire est noté par {.,.) et la
norme associée est ||. || et soit F un sous-espace fermé de E.
Soit P: E — F la projection orthogonale sur F.

1.

2.
3.
4

Vérifier que P est bien définie.
Montrer que P est linéaire et continue.
Déterminer KerP, noyau de P.
Vérifier que P o P = P.

Exercice 2: Soient E un espace de Hilbert et {u,,, n € N*} une famille libre de E.

On pose

Vi =y et Uy = Uy — Prg(uy), n22

ot P,,_;(u,) est la projection orthogonale du vecteur u, sur le sous-espace F,,_, engendré
par les vecteurs uq, Uy, ..., Up_q.-

Montrer que la famille {v,, n € N*} est orthogonale.

Exercice 3: Soit E =C([-1,1], R) ={f:[-1,1] — R, continue}.

1. Montrer que 'espace de Banach (E, ||. || ) n’est pas un espace de Hilbert.
2. On munit E du produit scalaire

(f,g) = j FG) 9GO — xP)dx,
-1

et soit F I'ensemble des fonctions affines.

a. Soit f(x) = x%. Montrer que la projection orthogonale g de f sur F existe.

b.

Déterminer g. En déduire d(f, F) distance de la fonction f a F.

Bareme: Exercice 1: 7pts Exercice 2: 5pts Exercice 3: 8pts.
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Corrigé

Exercice 1: Soient E un espace de Hilbert, F un sous-espace fermé de E et

1.

2.

P:E — F la projection orthogonale sur F.
F est un sous-espace fermé donc F est un convexe fermé de I'espace de Hilbert E,
ainsi la projection orthogonale sur F de tout vecteur de E existe et est unique.
Montrons que P est linéaire et continue.
Soient a € R, x,y € E. On a, puisque le produit scalaire est linéaire
(x+ay —P(x) —aP(y),z) =0 Vz €F.
D’autre part (x+ay—Px+ay),z)=0 Vz €F.
Par unicité de la projection de x + ay sur F on obtient
P(x +ay) = P(x) + aP(y).
L’application P est donc linéaire. (1 pt)
L’application P est continue. En effet, les vecteurs x — P(x) et P(x) sont
orthogonaux puisque (x — P(x),P(x)) = 0 car P(x) € F.
Le théoréme de Pythagore s’applique :
llx — P(x) + POOII? = llx — PCOII? + IP(OII%,

soit

lxlI? = llx — PCOII* + IPCO)II?.
Dot [IPCO)II* < [lx]I>.
Ainsi, Vx € E,||[P(x)|| < llxll.  La continuité de P en découle. (1 pt)

Déterminons le noyau de P. (2 pts)

KerP = {x € E; P(x) = 0}.
Soit x € KerP. Comme (x — P(x), z) = 0 pourtoutz € F, alors

(x,z) =0,Vz€F

et donc x € F+. Nous avons donc KerP c F*,
Inversement, soitx € F*.
Ona{x —P(x), P(x)) =0 car P(x) €F.
D’ott (P(x), P(x)) ={(x, P(x)) =0, (x € F'), et nous obtenons ||P(x)||> = 0.
Dot P(x) = 0 etdoncx € KerP. Ce qui implique que F+ c KerP
et nous concluons que KerP = F*.

Vérifions que P o P = P. (2 pts)

Soit x € E, alors P(x) € F d’ou P(P(x)) = P(x),douPoP =P,

On peut aussi le voir autrement : Ona (z — P(z), y) =0,Vz € E,VYy € F.
En particulier pour z = P(x): (P(x) — P(P(x)), y)=0, Vy €F.

D'ou P(x) — P(P(x)) € F*or P(x) — P(P(x)) = P(x — P(x)) €F,
ainsi P(x) — P(P(x)) = 0, ce qui donne P(P(x)) = P(x),Vx €EE.
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Exercice 2: Soit {u,, n € N*} une famille libre d’'un espace de Hilbert E. On pose
v;=u et vy, =u,—P,_;(u,), n=2

ot P,,_;(u,) est la projection orthogonale du vecteur u, sur le sous-espace F,,_, engendré
par les vecteurs uy, Uy, ..., Up_1.

Montrons que la famille {v,, n € N*} est orthogonale ; ceci revient a montrer que
(v, Vi) =0, Vk,n> 1k # n.
Supposons 2 < k <n.
Ona (vy, Vi) = (up — Ppoq(un), ug — Pr—q (i)
Remarquons que uy, € Fy, et Py_,(uy) € Fy_, C Fy, dott wy, == uy, — Py_;(uy) € Fy.
Ainsi (v, vy) = (uy, — Pp_1(u,),wy) avec wy, € F, € F,_; (F, € F,_jcark <n—1.)
Comme la projection sur le sous-espace F,_; est caractérisée par
(x = Pg,_,(x),y) =0,Vx €EE,Vy € F,_,4,
alors (u,, — P,_1(u,),wy) = 0 car wy, € F,,_;,d’ou (v,,v;) =0. (3 pts)
Sik=1 et n>2 alors (vy,vy) = (U, — Pp_1(uy), uq).
Et étant donné que u, € F,_; pour toutn > 2,{u, — P,_1(u,),uy) =0,
alors (v,,v;) = 0. (2 pts)

En conclusion, (v, v) = 0, Vk,n = 1,k # n ie. la famille {v,, n € N*} est orthogonale.

Exercice3: E=C([-1,1], R) ={f:[-1,1] — R, continue}.

1. Montrons que l'espace de Banach (E, ||. || ) n’est pas un espace de Hilbert. Il suffit
de vérifier que la norme ||. ||, ne satisfait pas l'identité du parallélogramme, i.e
af,g € E:\If + gll% + If —gll% = 2CIfII% + lgll%). (1 pt)
Prenons f(x) = x, g(x) =1 alors
If +9lla =4=IIf —gl%et Ifl% =1=llgllZ,
Parsuite ||f + gll% + IIf — gll& # 2CIfN1% + llgll%). (1 pt)
Donc (E, ||. |l ) n’est pas un espace de Hilbert.
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2. On munit E du produit scalaire

(f,g) = j FG) 9GO — xP)dx,
-1

et soit F I'ensemble des fonctions affines.
a. Soit f(x) = x%. Montrons que la projection orthogonale g de f sur F existe.
Ona F={f €E;f(x) =ax+ b,oua,b € R}
L’ensemble F peut-étre identifié a l'espace R;[X] des polynémes de degré < 1.
Donc F est un sous-espace fermé de E (puisque dim F = 2 < o0 ) et par suite
la projection orthogonale de f sur F existe. (2 pts)
b. Déterminons g = Pr(f).Ona
g=F(f) = {f_ggEEFFl
gx)=ax+b
= {(f —g,h)=0 Vhe F
Le sous-espace F est engendré par les fonctions mondmes 1 et X,

d'ot
gx)=ax+b
(D ={(-9X)=0
(f—91)=0.
Calculons a et b : Ce dernier systéme donne

(1
!f x(x> —ax—b)(1—x%)dx =0

1
ka (x?—ax—b) (1 —x?dx = 0.
-1
Apres calcul des deux intégrales, on trouvea = 0 et b = 1/5,

et par conséquent g(x) = 1/5. (2 pts)

c. Déduction de d(f,F) distance de la fonction f a F.
Ona

(. F) = IIf — gl
If = gll? = f (G0 — 9())* (1 — x?)dx = f (2 = 1/5)% (1 — x2)dx
-1 -1

2

If —gll*> = 2j1(x2 ——) (1 —x*)dx
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