Chapitre 2

Calcul différentiel dans R"

Nous allons donner d’abord les principales notions de "dérivation" d’une fonction
de R" — R. La norme utilisée désormais sera la norme euclidienne sauf mention
contraire.

2.1 Notions de différentiabilité

Définition 2.1.1 Soit U un ouvert de R". Une fonction f : U — R est dite diffe-
rentiable en un point a € U s’il existe une application linéaire de R"™ dans R, notée

df,, telle que
o flath) — f(a) — diu(h)
IR0 |71

~0 (2.1)

L’application linéaire df, s’appelle différentielle de f au point a, ou bien application
linéaire tangente en a. La différentiabilité de f sur U signifie sa différentiabilité en tout
point de U. En notant la fraction précédente par £(h), on peut réécrire (2.1) comme
suit :

fla+h) = f(a) + dfa(h)+[[h[le(h) (2:2)

ol }Lir% e(h) = 0. Rappelons que la linéarité de df, s’écrit ainsi
%

dfa(h) = dfa(hl, hg, ceey hn) = Mhi + Xoho+ -+ N\ b, = <)\, h>

ou les \; sont des constantes qui dépendent de a et (.,.) est le produit scalaire usuel
de R".

Exemple 2.1.2 Examinons un exemple simple. Déterminons la différentielle de
flz,y) = xy , définie sur R%, en un point (a,b). Il est facile de voir que

f(a+ hl,b—l— h2) = (a+ hl)(b+ hg) = CLb—|— bhl + Cth + hlhg

Deuz candidats a la formule (2.2) s’offrent aisément : df qp)(h1, h2) = bhy + ahy et
hih
6(h1,h2) = 12

[P <1 alors |e(h h)|<ix/|hh\ ut assure que lime(h) =0
R} LS g Vil g B

s1 on choisit de travailler avec la norme euclidienne. Comme

11
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Définition 2.1.3 (Dérivation dans le sens d’un vecteur)
Soit f:U — R eta € U. Fixons un vecteur v dans R". On appelle dérivée de f au
point a dans le sens du vecteur v la limite sutvante, si elle existe,

oo et to) = f(a)

t—0 t

= (Duf)(a) (2.3)

(remarquez que t est un réel).

Exemple 2.1.4 Ezaminons le cas de f(z,y) = x*—y* aveca = (1, —1) etv = (1,1).
On a
fA+t,—1+t) =1+t = (=1+t)*=4t et fla)=0
d’ot (D, f)(a) = 4.
Définition 2.1.5 (Dérivation partielle)

Soit e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) le jéme vecteur de la base canonique de R™. On
appelle dérivée partielle de f par rapport a x; la dérivée de f dans le sens du vecteur

€j 1€,
of B . flay,.. a5+t a,) — fa)
a_xj(a) - (Dejf)(a) - %g% t (2'4>
On appelle gradient de f le vecteur défini par
of
(1)
of
(V@) = (erad (@) = | O
of
\ ox,, )
Les deux notations sont consacrées. Le symbole V se lit "nabla".
Exemple 2.1.6 Considérons f(x,y,z) = xy + vz + yz. Alors
g—i(fv,y,@ =y+z , g—]yc(x,y,Z) =z+z g—ﬁ(fc,y,Z) =r+y
. : e . . of
Proposition 2.1.7 Si f est différentiable au point a, alors Vj = 1,...,n; a—(a)
T
existe, de plus !
a 0
Ga(h) = 3" 5 (@) = (b, Y f(a) (25)

Démonstration : On a par hypothese

fla+h) = fla)+ ) Ajh;+|hlle(h)
j=1
dfa(h)



2.1. NOTIONS DE DIFFERENTIABILITE 13

Prenons alors h = te;, alors

fla+te;) = fla) +tA; + |tle(te))

Et d’aprés (2.4) on aura ﬁ( )=2A;. =
Ox;

Remarque 2.1.8 La réciproque est en général fausse. Examinons [’exemple suivant :

I st (x, 0,0
oy = e (z,y) # (0,0)

0 si (x,y)=(0,0)

of

Il est facile de voir que g(0,0) =0= 8_(()’
Y

Ox
forcément df o y(h) = 0. Or

f(hla h2) - f(07 O) - df(o,O)(h) _ hihy
17| hi + I3

0). Si f était différentiable, on aurait

ne tend manifestement pas vers 0 quand h tend vers (0,0), elle n’a d’ailleurs pas de
limate.

Proposition 2.1.9 Si f est différentiable en a, alors elle est continue en ce point.
De plus elle est dérivable dans le sens de n’importe quel vecteur v et on a

(Dof) (a) = (V) (a),v)

Démonstration : La différentiabilité en a s’écrit

fla+h) = fla) +((Vf)(a), h) +|[h]le(n)

Ce qui donne aisément ]llIH(l) f(a+h) = f(a). Pour la deuxiéme affirmation, il suffit de
%

prendre h =tv. m

Dans la remarque précédente nous avons vu que l'existence des dérivées partielles
premiéres n’implique pas en général la différentiabilité. Dans le prochain théoréme,
nous allons rajouter I’hypothése de continuité de ces dérivées partielles afin d’obtenir
la différentiabilité.

0
Théoréme 2 Si toutes les dérivées partielles —f(x) existent dans un voisinage de a

et sont continues en a, alors f est différentiable au point a.
n

Démonstration : Dans cette démonstration, on utilisera la norme ||z|[; = g | ;]
_ i=1
pour sa commodité. Posons

9@ Z xl@xj



14 CHAPITRE 2. CALCUL DIFFERENTIEL DANS RN

Nous allons montrer que g(x+h) —g(a) =||h|[1e(h), ¢’est-a-dire que g est différentiable
en a de différentielle nulle, ce qui donnera le résultat escompté pour f. On a d’abord

dg
a—xj(x) axj() 8x]()

La continuité des dérivées partielles prise comme hypothése peut s’exprimer ainsi :

: 0
Ve >0 da.>0 VzeB(a,a.) Vj=1,....n 89()|§5.
Ly

Posons

yo = (ay,a9,...,a,) =a

h = (xl,CLQ, < ‘7an)

Yo = (l’l,xQ, as, ... 7an)

Yn = (T1,22,...,2,) =
Définissons n fonctions auxiliaires d’une variable par

gy - [ak,xk] — R
t —  gr(t) =gz, o, . X1, b, Apr, - - -, Q)

L’intervalle de définition peut tout aussi étre [z, ax]. Remarquer que g1 (t) = g(t, as, . . .,
et gn(t) = g(x1, 29, ..., 2,_1,t). D'apreés les données, les fonctions gy vérifient les hy-
pothéses du théoréme classique des accroissements finis (& une variable). Donc on peut
écrire

, dg
ge(zr) — gr(ar) = (21 — ar)gi(cr) = (vp — ak)a k(ﬁh, L9y« v vy Tho1y Chiy A1, -+ - 5 Q)

— |gr(zr) — gr(ar)| < elar — axl

On a par ailleurs gi(zx) = g(yx) et gr(ar) = g(yr_1). De la
g(x) = g(a) = g(yn) — 9(%0) Zg ye) — 9(yk-1)

= [9(z) = g(a)| < ellz — all,

ou encore

lg(a+h) —g(a)] <el[hllx

c’est-a-dire
lim gla+h)—gla) _ 0
(= LR

an)
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2.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Les dérivées partielles premiéres —— sont a leur tour des fonctions de R” dans R,

ij

2
susceptibles d’étre dérivables. Leurs dérivées partielles, notées 0 <ﬂ> = oF :
8$i 8$j (9%‘281']
s’appellent dérivées partielles secondes, et ainsi de suite. Une question naturelle se pose

o0 f B o0 f
&Uﬁxj N 856381'2
l'ordre 2 la réponse est non en général (voir exercice 4 de la série de T.D N°2). Mais
avec la dérivabilité a 'ordre 2 et la continuité de ces dérivées deuxiemes la réponse
est oui, c’est le théoréme de Hermann Schwarz (1843-1921). On dira qu’une fonction
est de classe C? si elle admet des dérivées partielles continues jusqu’a 'ordre p inclu.

pour ¢ # j 7 Avec seulement la dérivabilité a

alors : peut-on avoir

Sans le théoréeme de Schwarz, le nombre de dérivées d’ordre p est n?. Avec le théoréme
(n+p—1)!
pl(n —1)!
le théoréeme de Schwarz pour des fonctions de deux variables, cela suffit pour le cas

. Nous allons énoncer et démontrer

de Schwarz, ce nombre se réduit a

général.
Théoréme 3 (de Schwarz)
Soit U un ouvert de R?, a € U et f : U — R telle que a2—f(:c ) et a2—f(x )
existent dans U et soient continues au point a. Alors

0 f 0 f

(a) = (a)

0x0y Oyox

Démonstration : Soit h = (hq, hs) de norme petite. Posons
A(h) = f(a1 + h1, a9 + ha) — f(a1 + h1,a2) — f(ay, a9 + he) + f(ay, as)

Considérons la fonction d'une variable ¢(t) = f(t,as + ha) — f(t, a2). Alors par appli-
cation du théoréme des accroissements finis on a

A(h) = (a1 + hy) — p(a1) = ' (a1 + 01hy), avec 0< 6 <1

et
0 0
gp’(al + 91h1) = a—i(al + 91}11, a9 + hg) — a—i(al + thl, ag)

On peut appliquer encore une fois le théoréme des accroissements finis pour la deuxiéme
variable de la fonction 8—];(@1 + 01hq,.). Cela donne

92
Oyox

On consideére ensuite la fonction ¢ (t) = f(a; + hi,t) — f(a1,t) et on refait le méme
travail. On obtient

A(h) = hihs (CL1 + (91h1, as + 92h2), avec 0< 0y <1

2

A(R) = hyhy=2

axay (a1 + (9~1h1, a9 + éghg)



16 CHAPITRE 2. CALCUL DIFFERENTIEL DANS RN

et donc
o 01h Ooh o

On fait tendre alors h vers 0 et la continuité permet de conclure. m

(a1 + élhl, a9 + éghg)

Exemple 2.2.1 Considérons la fonction
o . T
y°sin(—) st y#0
f(z,y) = yoo
0 st y=20
Il est facile de voir que f est continue partout. Calculons les dérivées partielles pre-

mieres.

%(x,y) _ { ycos(g) si y#0

0 si y=20

x x
) 2ysin(—) —xcos(—) si y#0
0 siy =0
Le calcul des dérivées premiéres en (x,0) se fait en appliquant la définition (voir
(2.4)). Toujours selon la définition on a

0 0
Of (0,0) = lim 3_§(t70> _ 8_5(070) =0
Oxdy " t—0 t
et of of
7/ (0,0) = lim 005,00
0yox t—0 t
D’autre part
o2 f .,

(x,y) = cos(g) + ” sin(g) siy#0

Il est évident que

n'est pas continue en (0,0) puisqu’elle n’a méme pas de li-

mite en ce point. Il n’est pas nécessaire d’examiner 'autre dérivée mizte. Ceci montre
[importance du théoreme de Schwarz.
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2.3 Formules de Taylor

Nous allons commencer par une formule de dérivation trés utile.

Proposition 2.3.1 Soit f : U — R différentiable et ¢ : I — U une application
d’une variable t continiment dérivable sur un intervalle ouvert réel I

p(t) = (p1(t), pa(t), ..., onl(t))
Posons (t) = f(p(t)). Alors

UCED DS OIE0 20

Démonstration : La formule de Taylor-Lagrange appliquée a 'ordre 1 pour chaque
@; permet d’écrire pour ¢ fixé

et +7)=p(t)+ 71 (t) + 70(T)
ou lim 6;(7) = 0. Maintenant la différentiabilité de f donne

70
$lt+7) = 60+ (T1) (£(0) 79/ 6) + T07) +Ire! ()4 70U (' () + 701)
puis
WD =80 _ ((95) (pl1)) 1) + ) + T ) 4 8l (1) + 764(7)

En passant a la limite quand 7 tend vers 0, on obtient la formule annoncée. =
Maintenant on est en mesure de donner les formules de Taylor avec reste de Lagrange
et avec reste intégral.

Théoréme 4 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange)
Soit U C R™ un owvert et f : U — R une application de classe CP*1. Alors, pour h
de norme petite, on a

0" f(z)
floth) = Zkﬂ( Z i - Zk@xz...(?a:ik>+

11,0yt =1

1 i " OPTLf(z + 0h)

h; 2.7
i 8:5'@-1 ce 83%“ ( )

avec 0 < 0 < 1.

Démonstration : Définissons une fonction d’une variable ¢t par n(t) = f(x + th).
Pour ||| petite, on peut prendre ¢ dans [0, 1]. On écrit tout simplement la formule de
Taylor avec reste de Lagrange a 'ordre p pour la fonction 7 :

P (k) p+1
77(15) _ Z n k'(o)tk + (Zle) (p+1) (Ht)
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La formule annoncée s’obtient en posant ¢ = 1. Reste a évaluer les dérivées de . On
utilise la formule (2.6) :

iaf( )

Z hih 8;192(995] (z+h)

1,5=1

ok f
h’L . . Z - -
Z ' "0z, ... 0y, (z+th)

Il suffit de prendre t = 0 quand k£ = 0,1,...,p, puis t = 6 pour k = p + 1 dans les
expressions précédentes. m

Théoréme 5 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Sous les mémes hypothéses que le théoréeme précédent, on a

"1 . o
flz+h)= ZH ( > by "hi’f—axil f@fg) +

1 1
Lo .S hh__,hml/o(1_§)pap+ F@HEh) o g

8xi1 N (9xip+1

La démonstration est pareille que la précédente en ce sens qu’elle utilise la formule de
Taylor avec reste intégral pour la fonction d’une variable n(.). A titre indicatif, nous
allons écrire la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2 pour des fonctions de deux et
trois variables. Pour le casn =2,p =2, on a

of (z, of (z,
Fla+hi,y + ho) = f(a,y) + I fg;y) + hy ff;;y)+
1 28 f(x7y) (92f(x,y) 282f(3§',y)
+ 2 {hl 8@‘2 + 2h1h2 8xay + h2 8y2 + RLag(h) <29)
avec
B 1 383f($ + th y + th) 9 83f($ + (ghl, Yy + 0h2)
Riag(h) =5 {h 0P - 3hihs 0720y *
O f(x + Ohy,y + Ohs) O3 f(x + Ohy,y + Ohs)
2 ) 3 )

Notez que nous avons utilisé le théoréeme de Schwarz. Notez aussi que la bornitude des
dérivées troisiémes implique que |Rrq,(h)| < M||h[]>.
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Pour n = 3,p = 2, on aura

0 0 0
fx+hi,y+he,z+hs) = f(z,y,2)+ hl—f(x’ y:2) + hz—f(x’ y,2) + hg—f(x’ Y 2)

1 Qan(af,y,Z) an(.iE,y,Z) Qazf(xayaz)
3 {hl dz? 0y? s 022 i

h2
2 T ha

2 2 2
a f(x,y,Z) _l_zhlhga f(x7y7 Z) +2h2h38 f(x,y,Z)

2Rk 0xdy 0x0z 0y0z

}+Rm<h> (2.10)

On peut condenser les écritures précédentes en introduisant la notion de hessienne.

Définition 2.3.2 On appelle hessienne la matrice des dérivées secondes définie par

(f &F P
dzx?  Ox107T9 0x10z,,
I B o f O*f o o f
€351 = Ozx20x1 O3 0x50T,
O*f o f N o f
\ 0x,0x1 01,0T9 ox2 }

Remarquons que grace au théoréme de Schwarz la matrice hessienne est symétrique
(par rapport a sa diagonale principale). On peut réécrire a présent la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 2 pour n quelconque d’ailleurs ainsi :

Fe+h) = f(2)+ (Vf(x), h) + % (Hess (x)h h) + Rug(h)  (2.11)

2.4 Différentiabilité de fonctions vectorielles

On entend par fonction vectorielle, une fonction a valeurs dans R? i.e,

f: R" — R?

r — f(x)=

Définition 2.4.1 Une fonction f : U — RP est dite différentiable en a € U sl
existe une application linéaire, notée df, : R" — RP, telle que

‘m |f(a+h)— f(a) —dfa(h)||re
0 e =0 (2.12)
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On omettra les indices dans les normes quand il n’y a pas de confusion. On pourra
écrire aussi la différentiabilité comme suit :

fla+h) = f(a) + dfu(h)+||h[l(h) (2.13)
ou (.) est une fonction vectorielle telle que |}Li”mOH6(h)H = 0.
—

La linéarité de df, s’exprime par (se référer au cours d’Algebre Linéaire)

(0h(@) 0fi(@  Of(a) )

A I O R ON
df.(h) = Y =| 011 Oz T Omy N (2.14)
Oh@ )| o e @ |\ M
0xy oxry Oz, /

La matrice p X n précédente représentant df, s’appelle jacobienne de f en a. Elle est
aussi noteée

dfi(a)
Jf(a) = ( 9L ) (2.15)
Ti Ja<i<p.1<j<n
Exemple 2.4.2 Si f(z,y,z) = ( Y +xxyzz+ vz ) alors
y+z x+z x4y
o) = (VLR

La différentielle (et par "ricochet" la jacobienne Jy) est linéaire par rapport a f i.e,
d(Af + pg) = Mdf + pdg (ou bien Jyri,g = AJy + pJy). Ceci est le résultat évident de
la linéarité de la dérivation partielle. On donne maintenant la régle, tout aussi utile,
de la dérivation des fonctions composées.

Proposition 2.4.3 (Dérivation des fonctions composées)
Soient f : R" — RP et g : R?P — R différentiables. Alors

d(go f)a = dgg) o dfa ou bien  Jyop(a) = Jy(f(a)).J¢(a) (2.16)

Pour ne pas se tromper dans la multiplication des matrices jacobiennes, il faut se
rappeler qu’on multiplie une matrice ¢ x p (qui doit étre écrite & gauche) par une
matrice p X n (écrite a droite) pour obtenir une matrice ¢ X n.
Démonstration : Posons y = f(x) et z = g(y) pour distinguer les variables et les
valeurs des deux fonctions. Alors pour 1 <i<get1<j<n

8(96;]0)1. = 8ijgi(f1(37)7f2(37)), e h@) =Y 39@((9];293)) 33”;;(:)

k=1

ol nous avons fait usage de (2.6). C’est exactement la formule annoncée. =
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2.5 Inversion locale

Nous allons présenter une généralisation d’un résultat abordé en premiére année
(Analyse 1), celui de l'inversibilité locale de fonctions C*. En effet, si pour une fonction

d’une variable de classe C! on a ¢'(a) # 0 alors elle est bijective d’un voisinage de a
1

vers un voisinage de ¢(a). De plus la réciproque est de classe Cl et (¢™1) = ——
Y ow

La condition ¢'(a) # 0 sera généralisée par I'inversibilité de la différentielle. L’outil
essentielle dans la démonstration qui suivra est celui du théoreme du point fixe de
Banach. On peut ’énoncer dans le cas particulier de R". Soit T : F — JF une

application contractante d’un fermé F dans lui méme i.e,
dpe[0,1]  telque Vz,2'e F  ||T(x) —T()| < pllz — 2|

Alors T admet dans F un point fixe unique, c’est-a-dire il existe un unique point
r, € F tel que T(x,) = x.. Ce résultat a été largement discuté dans le cours de
Topologie.

Théoréme 6 Soit U un ouvert de R" et soit f : U — R" une application de classe
C'. Si en un point a de U la différentielle df, est inversible (det (J¢(a) #0) ), alors
il existe V, un voisinage de a et Wy, un voisinage de f(a) tels que f: Vo — Wy,
est bijective. L’ application réciproque f~' est aussi de classe C1, de plus

(df ) yay = (df.)~
pour tout x € V.

Démonstration : Notons d’abord que dans ce théoréme la jacobienne est une matrice
carrée n X n. C’est pourquoi son inversibilité a un sens et se vérifie par le fait que son
déterminant est non nul. Notons par M, (R) l'espace vectoriel des matrices réelles
d’ordre n qui est de dimension n2. Etant de dimension finie, toutes les normes qu’on
peut y définir sont équivalentes. Nous allons travailler ici avec la norme d’opérateur

définie par
A
vAe MUR),  [lA] = sup A2
car elle vérifie
Vee R", | Az| <[JA]l [J=]

Nous avons utilisé la méme notation pour la norme d’une matrice et d’un vecteur, mais
il n’y a pas de confusion possible. Selon les hypothéses, on a pour la différentiabilité
en a

Va >0, 301 >0, |z—a|| <& = ||f(x)— f(a)—dfs(x—0a)| <allx—a| (2.17)
et pour la continuité des dérivées partielles premiéres

Ya>0, 30 >0, [z—al <& = ||Ji(z)— Js(a)]| < a (2.18)
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On écrira indifféremment df, ou Jy(a). Considérons d; = min(dy,d2) afin que les
deux inégalités précédentes soit vérifiées dans la méme boule fermée de centre a. Pour
montrer la bijection, nous allons montrer que pour y fixé proche de f(a), il existe un
unique z proche de a tel que y = f(x). Définissons la fonction

gy(x) =z + [Jp(@)] " (y = f(2))
Silly = f(a)l] < B, alors de

lgy(x) = all =1 (@) {y = f(a) = (f(z) = f(a) = Jp(a)(x — a))}|
on déduit que

lg(x) = all <|| [Tp(@)] | (8 + ads) < b

avec un choix adéquat des parameétres libres a et 3. Par exemple a < puis

¢ ()]~
1
b < o3 (W — oz) . Cette derniére inégalité affirme que la fonction (manifes-
f a

tement continue) g, envoie la boule fermée B(a, d3) dans elle méme. Montrons qu’on
peut affiner le choix des parameétres pour qu’elle soit contractante. En effet

gy(2) = gy(2") = @ — 2’ + [Jp(a)] " (f(2') = f(2))

peut-étre arrangée comme suit

9,(@)~9,(") = Up(@) " {(F @) — f(2) — Jy(@)(@ — ) + (Jp(2) — Jy(a)) (' — 2)}
et donc
lgy() = g, ()| < 20| [Jr(@)] " |l[|lz — 2|
On n’a plus qu’a exiger en outre que
1

= 2a| [J+(a)] " 1 «
p [ [Jr(@)] [ <1= <2H[Jf(a)]_1H

D’aprés le théoréme du point fixe de Banach, il existe un unique z, € B(a, d3) tel que
gy(z.) = 2. = y = f(x.) ie, [ est bijective de B(a,d3) vers B(f(a), ). Notons
f~1 sa fonction réciproque. Prenons y = f(a) dans la définition de g, et deux points
quelconques z, 2" dans B(a, 63). Alors

v =" = gsa)() = g1 (@) + [Js(@)] 7 (f(z) = f(2))

et donc
|z = a'|| < plle = &' |+1 s (@)] 11 () = ()]
i< Ir@] :
==l — 27 < {_—p 1f(z) — f ()]
— 77 - ) < A

/
- ly — /|l
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Ceci assure la continuité de f~!. Reste & montrer sa différentiabilité.
(@)
1—p
I’exercice 3 de la série de T.D.N°1, pour montrer que le choix précédent de av permet
de dire que pour tout = € B(a,d3) la jacobienne Jy(z) est inversible car elle est
suffisamment proche de Jy(a). Fixons y = f(z) dans B(f(a), 3). Prenons w de norme
petite pour que y + w € B(f(a),B) et posons h = f Yy + w) — f(y). Alors

|h]| < vllw]|. Aussi y +w = f(z + h). D’ou

F7Hy +w) = 7 y) = (Jp(@) 7 (w) = h = (Jp(2)) " (w)
=—(J¢(@) " (flz +h) = f(2) = (Je(2))(h))

Notons v = . Rappelons qu’on peut s’inspirer des idées développées dans

On sait que
1f(z+h) = flx) = (Jp(@) ()| =[[Alllle(h)]

avec lim |le(h)]| = 0. De la
[[2[|—=0

1~y +w) = £ ) = (Jp(@) " w)l| < A Tp(@) " lwll[le(R)
Ceci montre bien que f~! est différentiable en y avec (df '), = (Jy(z))™!. =

Exemple 2.5.1 Considérons la fonction

g, 19) = ( T1 + T )

X1T2

qui est C*°(IR?). Il est facile de calculer sa jacobienne

1 1
Jy(x1,72) = (xz JJ1>

et det(Jp(x1,22)) = 1 — 2. Si on se met au voisinage d’un point a = (ay, as) avec
a; —a

ay # ao, par exemple une boule euclidienne de centre a et de rayon r < % qui

est la distance euclidienne de a a la droite A d’équation x1 — xo = 0, alors [ y est

bijective. Contrairement au cas général ou les calculs explicites sont trés rares, on peut
dans ce cas particulier pousser les calculs un peu plus loin. Par exemple si yp = x1+x2
et Yo = x1x2, alors au voisinage de a avec a; > s, ON UG

x1:y1+\/y%—4y2 oy — Vg — Ay
2

2

et

Y1+ yi — 4y 1
I ’ / Ty —1x2 \ —T2 1 yi —dys | —1 F yi — 4o 1
2
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2.6 Théoréme des fonctions implicites

La question abordée dans la section précédente concerne la résolution de I’équation
f(x) =y. Clest en réalité un systéme de n équations a n inconnues i.e,

p

fl(xlax% S ,an) =U
< fg(.’lﬁ'l,ﬂfg, v ,len) = Y2
fn(xlvx% <o 7xn) = Yn

\

Nous allons dans cette section examiner des systémes de p équations a n indéterminées
avec p < n l.e,

(

fl(xlvx% ce 7'%'71) =1
< f2($lax27 cee 7a:n) = Yo
\ (@1, e, ..., 20) = Yp

Il est clair qu’il faudra choisir parmi les n variables x;, p variables par rapport aux-
quelles il sera possible de résoudre, le reste seront considérées comme parameétres. La
condition d’existence et d’unicité de la solution, comme on peut s’y attendre, est celle
donnée dans la section précédente a savoir I'inversibilité de la sous-jacobienne p X p
formées avec les dérivées des f; par rapports aux variables choisies. Pour énoncer le
résultat suivant, nous allons privilégier les variables x1, zo, ..., ).

Théoréme 7 Identifions d’abord R" a RP x R"P. Soit f : RP x R"? — R? de
classe C1 et a = (a',a") € RP x R"™P avec b = f(d,a"). Supposons que la matrice

carrée
g — <afi(a)>
3 ;) 1<ij<p

soit inversible. Alors il existe U C RP woisinage de o', V- C R" P wvoisinage de a” et
W C R? woisinage de b, et une fonction ¢ : V. x W — U, tels que

Vai"e V. VyeW 2/ =p" y)

est l'unique solution du systéeme f(z',2") =y ; autrement dit f(p(z”,y),2") =y. On
dit alors que ' = (a2, y) est une fonction implicite définie par le systeme f(x) = y.

Démonstration : 1l est d’abord clair, d’apreés les notations, que x = (z',z"), c’est-
a-dire 2’ = (21, 29,...,7p) et 2 = (Tp41, Tpyo, . . ., xy). Pour la démonstration, on se
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ramene au théoréme de 'inversion locale en complétant le systéme de la fagon suivante :

( f1($1,9327---733n) =l
fQ(xlnyW"axn) = 1Y2

< fp($17 Xo,. .. 7xn) = Up
Lp+1 = Zp+1
Tp+2 = Zp+2

\ Tp = Zn

Les membres de gauche définissent une fonction f : R — R™ de classe C'. Sa
jacobienne s’écrit (triangulaire par blocs)

... @
J.— 0 ) 1< j<p 0% ) \<icp  pri<i<n

0 I

n—p,n—p

On a noté par I,,_, ,—, la matrice identité (n — p) x (n — p). Il est facile de voir que
det(J f) = det(J]f ), et donc le théoréme de I'inversion locale s’applique. La réciproque

J~! existe dans un voisinage de (y, 2) et (2, 2") = f~(y, 2). La fonction ¢ est formée
des p premiéres composantes. Remarquez aussi que z = z”. =

Exemple 2.6.1 Considérons l'équation x* + y*> + z?> = 1 de la sphére euclidienne de
centre (0,0,0) et de rayon 1. Plagons-nous par exemple au voisinage du "péle nord"
(0,0,1). C’est une équation a trois inconnues i.e, f(x,y,z) = 2> +y>+22=1. On

0 £(0.0,1) = 1 o 200D

(0,0,1), z est une fonction de (x,y). Dans ce cas particulier on peut méme expliciter

cette fonction : z = p(x,y) = /1 — 2% — y?. Remarquons qu’au voisinage du méme
point x (ou bien y) n’est pas fonction de (y,z). En effet, il existe deux solutions v =

++/1 — y? — 22 qui sont toutes les deux possibles, ce qui exclut la bijection (I'unicité de
af(()? 07 ]‘)
Ox

= 22 |(00,1) = 2 # 0. Donc dans un petit voisinage de

la solution). On peut aussi le vérifier par =22 |(0,0,1) = 0, non inversibilité

de la sous-jacobienne.

Exemple 2.6.2 Regardons le systéme
{ fley,2)= 2*—y*+2° =1
f2(x7y72) - LYz =1

au voisinage du point (1,1,1) qui est solution particuliére. La jacobienne est

20 =2y 2z
Jf@s,y,z):( y )

yz Tz Ty
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Si on privilégie les variables (x,y), il faut considérer la sous-jacobienne

gl 20 —2y
(z.y) Yz xz

dont le déterminant est det(J(]; ) = 22(2? + y*) = 4 au point (1,1,1). Donc au

voisinage de ce point, x et y sont fonctions de z 1i.e,

T = p1(2) 5 Y = pa(2)

On laisse au lecteur la tache (un peu lourde!) de calculer les expressions de ces deuz
fonctions.

2.7 Extremums locaux

Dans ce qui suit nous allons examiner la question des maximums et minimums
(extremums) locaux de fonctions de R” — R. Pour une variable (n = 1), il est
bien connu que si f est C! et admet un extremum en x = a, alors f'(a) = 0. La
réciproque est en général fausse, a savoir si a est un point critique (f'(a) = 0) alors
on n’a pas forcément un extremum. Voir par exemple f(x) = 23 qui n’a ni maximum,
ni minimum en x = 0. Ce point s’appelle un point col (ou parfois point plat). Si le
point critique n’est pas dégénéré (f”(a) # 0), alors dans ce cas on aura un maximum
(respect. minimum) si f”(a) < 0 (respect. f”(a) > 0). Ce sont ces résultats que nous
allons généraliser a R".

Définition 2.7.1 Soit f : R" — R. On dit qu’elle admet un maximum local au
point a, s’il existe V, un voisinage de a tel que

Vr eV, f(z) < f(a)

Un mazximum est dit strict si en plus on a Vr € V, \ {a} f(x) < f(a).
Pour un minimum on a

VeeVe  f(z) = fla)

Et pour le minimum strict, l'inégalité est stricte pour x # a.

Proposition 2.7.2 Si f admet en a un extremum alors (Vf)(a) = 0, ou encore

vi=12...n @ _g
8.TZ'

Démonstration : Une maniére simple de le prouver est de se ramener & une variable.
En effet, si on pose ¢(t) = f(a1,...,a;-1,a; +t,a;41,...,a,), alors ¢ admet en 0 un
extremum, d’ott ¢’'(0) = 0. C’est le résultat escompté. m

Définition 2.7.3 Si (Vf)(a) = 0, on dit que a est un point critique, et qu’il est
non dégénéré si det(Hessg¢(a)) # 0.

La précédente proposition dit en particulier qu’il faut chercher les extremums parmi
les points critiques.
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Quelques rappels d’algébre linéaire

Une matrice carrée A = (a;;)7;—; est dite symétrique si Vi, j =1,...,n  a; = aj;.
On a alors Vz,y € R" (Ax,y) = (x, Ay). Une matrice carrée A est dite positive si
Ve e R" (Ax,z) > 0, et elle est dite définie positive si elle est déja positive avec en
plus (Az,z) =0 =2 = 0.

Une matrice A symétrique est diagonalisable dans une base orthogonale i.e,

3P telle que P'P=PP' =1 et A= PDP

ou P! désigne la matrice transposée de P. La condition sur P exprime le caractére
orthogonal. La matrice D est diagonale

MO ... 0
0 Ay ... 0
D: . . . .
0 0 ... A\

ot les \; sont les valeurs propres de A. La positivité de A est équivalente a la positivité
des valeurs propres. La définie positivité est, elle, équivalente a la stricte positivité des
valeurs propres. On peut montrer, sans grande difficulté, que I'encadrement suivant a
lieu

Mllzl* < (Az, z) < Al]|? (2.19)

si A1 < A < --- < )\, Vérifier qu'une matrice symétrique est définie positive a l'aide
de la définition ou bien grace aux valeurs propres peut s’avérer une tache tres difficile.
C’est pourquoi le critére suivant est de loin le plus pratique pour cette vérification.
Donnons avant, la définition des mineurs principaux d’une matrice. On appelle mineurs

ii—1 les déterminants suivants :

principaux d’une matrice A = (a;;)
411 a1 aip aiz2 aig
11 a1
Al = alq , AQ — det , Ag = det a21 A922 a923 ooy An = det(A)
a2 a2
azy ag2 ass
Critére de définie positivité : une matrice symétrique A est définie positive si et seule-
ment si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.

4 -1 3 0

-1 2 -11 o .
Exemple : A = 5 1 5 0 est définie positive car

0 1 0 1

Ar=4,Ay=7, A3=19, Ay =8

Enfin une matrice symétrique est négative (resp. définie négative) si —A est positive
(resp. définie positive). Elle est non définie si elle n’est ni positive ni négative i.e, elle
admet des valeurs propres positives et négatives.
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Théoréme 8 Soit f : R"® — R de classe C? et a un point critique. Alors

1. Si f admet en a un minimum local, alors la matrice hessienne Hessg(a) est
positive.

2. Si f admet en a un maximum local, alors la matrice hessienne Hessy(a) est
négative

Inversement, en supposant de plus qu’il est non dégénére,
1. Si Hess¢(a) est définie positive, alors f admet en a un minimum strict.
2. Si Hessf(a) est définie négative, alors f admet en a un maximum strict.
Si la hessienne est non définie, on dit que a est un col.

Démonstration : Tout est basé sur la formule de Taylor-Young
1
flath) = fla)+ (b, (Vf)(a) + 5 (Hessp(a).h, b +[|2]]* £(h)
Comme a est un point critique, alors en prenant h = t.u, avec u un vecteur unitaire

(lJull = 1),
fla+tu) — f(a) = t* <% (Hessg(a).u,u) + 5(t.u))

Faisons la démonstration pour un minimum. Pour |¢| petite, on a f(a+tu)— f(a) > 0,

1
donc 5 (Hess¢(a).u,u) + (t.u) > 0. En faisant tendre ¢ vers 0 on aura la positivité

§
T

Inversement, si la hessienne est définie positive, alors sa plus petite valeur propre est
strictement positive, Ay > 0. En utilisant (2.19) on aura

de la hessienne (& partir de u on revient a n'importe quel vecteur en posant u =

) = fla) 2P (30 + =)

1
D’ot le résultat en prenant ||h|| suffisamment petite pour que 5)\1 +e(h)>0. =

Exemple 2.7.4 Soit f(x,y) = 2> +y%. Alors

Viz,y) = (gij) et  Hessy(z,y) = (g g)

Il y a un seul point critique (0,0) et il est non dégénéré puisque partout det( Hessy) =
4 2 0. Aussi la hessienne est définie positive. Donc en (0,0) il y a un minimum strict
(ce qui est par ailleurs facilement détectable.)

Voici une illustration par le dessin du graphe dans un voisinage de (0, 0)
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Graphe de x?+y?

50

[ 20

- 10

Exemple 2.7.5 Soit g(z,y) = x> — y*. Alors

Vo(z,y) = ( f;y) et Hess,(v,y) = <g _02>

Il 'y a un seul point critique (0,0) et il est non dégénéré puisque partout det(Hess,) =
—4 # 0. Dans ce cas la hessienne est non définie. Donc en (0,0) il y a un point "col”

ou bien "selle”.

Voici le graphe dans un voisinage de (0, 0).

Graphe de x2-y?

-2

0
AX@ dEs e

2 -4

On voit que suivant un certain chemin sur cette surface (0,0,0) apparait comme un
maximum, et suivant un autre chemin, il apparait comme un minimum.
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2.8 Extrema liés

Dans cette derniére section nous allons présenter la notion d’extrema liés (le mot
extrema est une forme du pluriel d’extremum). C’est la recherche de maximum ou de
minimum d’une fonction f(x) avec en plus une condition (contrainte) sur les variables
(9(x) = 0). On peut méme envisager plusieurs contraintes. Le nombre de contraintes
p est dans tous les cas strictement inférieur a n (p < n). Posons

C={reR"g(z) =0}

Le probléme est d’étudier 1'existence de Hliél f(x) ou max f(x).
Tre Tre

Proposition 2.8.1 On suppose que les fonctions f est g sont de classe C*. Si f
admet en a un extremum [ié alors il existe un unique nombre réel X tel que

(V)(a) = AM(Vyg)(a)
Ce nombre s’appelle multiplicateur de Lagrange.

Démonstration : Soit v : J — C une application différentiable définie sur un
petit intervalle ouvert J contenant 0 et telle que v(0) = a. D’apreés les hypothéses,
I'application d’une variable réelle f(y(t)) admet un extremum en 0, donc sa dérivée
en 0 s’annule i.e,

(VF)(a),7'(0)) =0
D’autre part, g(v(t)) = 0, d’ou

((Vg)(a),7'(0)) =0

On apprend dans le cours de géométrie que le vecteur 7/(0) est tangent a I'hyper-
surface C, et donc parcourt un sous-espace vectoriel de R" de dimension n — 1. Les
deux vecteurs (Vf)(a) et (Vg)(a) sont donc orthogonaux a un méme sous-espace de
dimension n — 1. Il sont de ce fait colinéaires. =

Posons F'(xz,\) = f(z) — Ag(x). D’aprés cette proposition chercher les extremums
liés revient a résoudre le systéme

{ (VoF)(z,A) =0

OF

—(x,A\) = —g(x) =0

) = —g(2)

par rapport a x et A\. C’est un systéme de n 4+ 1 équations a n + 1 inconnues.
Supposons que (ay, Ax) soit un point critique de F, c’est-a-dire une solution du

systéme précédent. Si on suppose en plus que f et g sont de classe C?, alors la sous-

hessienne de F' au point (a4, \«) qui concerne les variables x;, renseignera sur la nature

de ce point critique. Nous verrons plus clairement a travers les exemples qui suivront.

Exemple 2.8.2 On veut résoudre par les méthodes développées ict, un probleme bien
connu en géométrie euclidienne plane. Il s’agit de trouver la distance euclidienne d’un
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point A(a,b) a une droite (D) d’équation ax + By + v = 0 (a® + B*# 0). Soit
M (z,y) € (D). La distance euclidienne de A a M est donnée par :
d(A, M) = /(z = a)* + (y = b)?
Pour bénéficier du caractére C™, nous travaillerons plutot avec la fonction
fla,y) = (x —a)” + (y — b)* = d(A, M)

car la distance est minimale si et seulement si f [’est. Ici la contrainte est manifeste-
ment g(x,y) = ax + By +v. On a

F(z,y,\) = (x —a)*+ (y — b)* — Xaz + By +7)

et le systeme a résoudre

( OF
e 20 —a)—Aa =0
oF
— = 2y—=0b -\ =0
\ 3y (y—b) = A
or
S —0
o (o + By +7)
N A B
Des deux premiéres équations on aura x = a + - ety =0+ - En les remplacant
dans la troisieme équation on a aa+ b+ v+ 5(042 + 3?) = 0. La solution du systeme
est donc )
o
 vo=a-— &2+62(aa+5b+7)
Yy = b — L(oza+66+7)
\ 7+

Pour montrer que nous avons effectivement un minimum, il suffit de calculer la sous-
hessienne

O’F  O0*F
5 _ ox2 Oxzoy | _ (20
oxdy  Oy?
b 2
FElle est définie positive. La valeur de ce minimum est f(x., ysx) = (aa i i ;; ) . Bt
e

donc la distance est
_|aa + Bb+ 7|

N

d(A, (D))

formule bien connue par ailleurs.
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On laisse le soin au lecteur de reprendre tous ces calculs dans le cas d’un point
A = (a,b,c) de R? et d'un plan P d’équation ax + By + vz + § = 0. La formule

attendue est
_|aa+ Bb+ye + 6|

d(A,P) =
Va4 g2+ 42
Exemple 2.8.3 On se propose pour terminer ce chapitre, de traiter le probleme de

Uexemple précédent mais dans R3. Une droite dans 'espace est Uintersection de deux
plans (D) = P N'P'. Précisons les équations des deuz plans

P a(r,y,2)=ar+py+vz+95=0
P plryz)=dz+By++2+0 =0
Donnons d’abord la condition sur les parameétres pour que les deux plans ne soient ni
o %
confondus ni paralléles et distincts. Posonsi= | B | etn' = | B | pour désigner
gl Y

les vecteurs normaux o P et P’ respectivement. L’intersection suivant une droite de
ces deux plans est équivalente a ['indépendance linéaire des vecteurs normauz. Une
maniére de l'exprimer est d’utiliser le Gramien (déterminant de la matrice de Gram) :

m, 1) <ﬁ,7":’> . A\ 2
G g =Nl o2 = (7o) # 0

x a
En fait G > 0 par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Notons X = | y | et A=

z
et considérons

F(X, A1, A2) =[1X = Al = Mgi(X) = Aoga(X)
Remarquons qu’on a g1(X) = (X, 1) + 9§ et go(X) = <X,7”:’> + ', d’ou

F(X, A, ) =X — Al = M (X, 7) +6) — A2(<X,EI> + &)

De la
(VX)F = 2(X — A) — )\177 — )\QTL/ =0

| }

Pour déterminer A1 et Ao il suffit de remplacer la valeur trouvée de X dans les
contraintes g1(X) = 0 et go(X) = 0. On obtient le systéme

i) (') u _(—gl(A)>

2 | =
Gy (i )| 2 )7 e
2
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La solution est donnée par

)5 (50 ) )

>\2,*

AMs, Aoy -
Il arrive que X, — A = ; n+%n’ , et donc

i = () e () e () (220 (o)

A2
;’ , on obtient

et

:
éz { L AG)? + g3 (A)G||* - 291(A)g2(A)<

On en déduit en définitive

I1X, — A|l* =

=L
4
~——
| S

d(A, (D)) =| X — A = %Hglmw ~ gol )i

33



