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Exercice 1. (5pts )

1. Calculer la courbure et la torsion de la courbe o donnée par :
a(t) = (4cost,5 — b5sint, —3 cost)

2. La courbe précédente est-elle plane?
Si oui, déterminer |'équation du plan contenant «.

Exercice 2. (5pts)

. T T
La tractrice est la courbe paramétrée - : }O, 5[ — R? donnée pour tout t € ]0, 5[
par

v(t) = (sint,cost + In(tan %))

1. Montrer que ~ est réguliére.
2. Déterminer une équation paramétrique de la droite D, tangente a « au point ~(¢).

3. On note p; le point d'intersection des droites D; et (Oy). Montrer que le segment
[v(t), p;] est de longueur 1.

Exercice 3. (10pts)

On prend deux nombres réels 0 < r < R. On considére le tore
f 0,27 x [0,27] — R?
paramétré par
f(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu)

1. Calculer I'aire de cette surface.

2. Que représentent géométriquement les courbes C; = {f(0,v),v € [0, 27[} et
Cy ={f(u,0),u € [0,27[}?

3. Calculer en tout point p de la surface la deuxieme forme fondamentale, ainsi que
les courbures principales.

4. En tout point p = f(u,v) de la surface, calculer la courbure moyenne et la courbure
de Gauss.
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Exercicel.
Soit la courbe suivante : «(t) = (4cost,5 — bsint, —3 cost).

1. a) Calculer la courbure de la courbe « :
Le vecteur vitesse de la courbe avest : o/(t) = (—4sint, —5cost,3sint), de norme:
lo/(t)|| = 5. (0.5pt+0.5pt)

"t 1
Posons v(t) = 5. Le vecteur tangent T'(t) = a(_(t)) = 5(_4 sint, —5cost,3sint), (0.5pt) et
v
1
T'(t) = g(—4cost,58mt,3008 t) de norme ||T7(t)|| = 1. (0.5pt)
T'(t 1
La courbure est donc : x(t) = | v((t))H = (0.5pt)
b) Calculer la torsion de la courbe « :
T'(t 1
Le vecteur normal : N(t) = ||T'Et;” = 5(—4 cost,5sint,3cost). (0.5pt)

3 4

~2.0,—2). (0.5pt
20.-2) 0p1

Comme B(t) est constant, la torsion est nulle par les formules de Frenet. (0.5pt)

Le vecteur binormal est : B(t) = T(t) A N(t) =

2. La courbe précédente est-elle plane ?
Oui, puisque la torsion est nulle. De plus, la courbe est dans le plan d'équation
3X +4Z =0. (0.5pt+0.5pt)

Exercice 2.
. . t
Considérons la courbe v : }O, g [ — R? définie par : y(t) = (smt, cost + In (tan 5))

1. Montrons que la courbe v est réguliére :

1 cost s
o _ o — -
Ona:~v(t)= (cost, sint 4+ _sint) (Cost, tant) # (0,0),Vt € }O, 5 [ car
1 s
/ . —
cost # 0. De plus ||[7/(¢)|| = — #0,Vt € }O, 5 [ (0.5pt+0.5pt)

2. Déterminons une équation paramétrique de la droite D, tangente a ~y :
La droite D; est dirigée par v/(t), c'est I'ensemble des point m(t) = (z(t),y(t)) de
R? tels que le vecteur ~(¢)m(t) soit colinéaire a v/(t). C-a-d, il existe une fonction
A(t) € R telle que v()m(t) = A1) (t).  (0.5pt)
Ce qui donne
x(t) = A(t) cost +sint

y(t) = (1 + %) cost +1In (tan %)

et par suite la représentation paramétrique de D, est donnée par

()\(t) cost + sint, (1 + éﬁ)t) cost +In <tan %)) (1pt)




3. Montrons que le segment [y(t), p;| est de longueur 1 :

Soit p; I'intersection de la droite D; avec I'axe (Oy) c'est-a-dire \(¢) cost+sint =0

et donc A(t) = o = —tant, Vte}O,g[. (1pt)

cost
t
Py = (0,111 (tan 5)) . (0.5pt)

Calculons, maintenant la longueur du segment [y(t), ps] : Cest le réel

Par suite

Y(t)pe = HW

or
——
v(t)pr = (—sint, —cost) (0.5pt)
de norme
HV(t)pt = V/sin?t + cos?t = 1. (0.5pt)
Exercice 3.

Soit M la surface du tore
f(u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu)

0<u,v<2m, R>r >0,
Soit p = f(ug,vp) un point de M et T,M l'espace tangent a M au point p engendré
par f, et f,, On a

fu = (—rsinucosv, —rsinusinv,rcosu), f, = (R+rcosu)(—sinv,cosv,0) (0.5pt+0.5pt)
D'ou
fuN fo = (R+rcosu)(—rcosucosv, —rcosusinv, —rsinu)

de norme ||f, A fol| = (R 4+ rcosu). (0.5pt)

1. L'aire de cette surface est donnée par

2m 2w 2m 2m
A:/ / Hfu/\vadudv:/ / |(r(R + rcosu))| dudv
o Jo o Jo

2

2m 2m
= r(Ru+rsinu)|];" dv=r 2Rmdv = 2Rrm[v]?™ = 4n*rR. (0.5pt+0.5pt
0 0
0 0

2. Lacourbe Cy = {((R+ r)cosv, (R+ r)sinv,0),v € [0, 2n[} est le cercle de centre
(0,0,0) et de rayon (R + r) car on a bien : || f(0,v)]| = R+r . (0.75pt)
La courbe Cy = {(R + rcoswu, 0, rsinu), u € [0, 27[} est le cercle de centre (R, 0,0)
et de rayon r car on a bien : || f(u,0) — (R,0,0)|| =r. (0.75pt)

3. Calculer la deuxiéme forme fondamentale et les courbures principales :
Le vecteur normal unitaire est donné par

fulu,v) A fo(u,v)

Nl 0) = o) A fula, o))




En reprenant les formules ci-dessus, on a :
N, = (—cosucosv,—cosusinv, —sinu) (0.5pt)
Calculons en suite :
fuu = (—rcosucosv, —rcosusinv, —rsinu), fi,, = (rsinusinv, —rsinwucoswv,0)

foo = (R+rcosu)(—cosv, —sinv,0) (0.75pt)
La deuxieéme forme fondamentale :
l= fuuNy =71, m= fuu. N, =0, ¢= fp.N, =(R+1rcosu)cosu. (0.75pt)
d'ol
Iy = ( 6 (R+rc<?su)cosu )

La matrice associé a la premiére forme fondamentale :

— E F _ fufu fufv . r? 0
Iy = < F G > - ( it ks )70 (Rercosuy ) (0750Y)
de déterminant det I, = r*(R + rcosu)? (0.25pt).
La matrice associée a |'opérateur S, est

Bl - 1 (R+rcosu)* 0 r 0
' TP T (Rt rcosu)? 0 r? 0 (R+rcosu)cosu

B 1 ( r(R + rcosu)? 0 )

~ 7r2(R + rcosu)? 0 r2(R + r cos u) cosu
1
- 0
B={Tr Cos U (1pt)
0 — =
R+ rcosu
. . Cos U
Ainsi, les courbures principales sont k1 = —, Ky = ——  (0.5pt+0.5pt).
r R+ rcosu
4. La courbure de Gauss est donnée par
Cos U
K =kKi.kp=det B= ————— (0.5pt
iz = Ae r(R 4+ rcosu) (0-5pt)
Finalement la courbure moyenne
H:/{1+lig B R+ 2rcosu (0.5pt)

2 2r(R+rcosu)



