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Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits.

Exercice 1 : (10pts)

1. Montrer que ∀ a �= 0, b �= 0 on a
|ab|

a2 + b2
≤ 1

2
.

2. Soit β > 0 un paramètre réel. On considère la fonction f définie sur R2 par

f(x, y) =





|xy|β
x2 + y2

si (x, y) �= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

Pour quelles valeurs de β la fonction f est-elle continue en (0, 0) ?

3. Montrer que pour toute valeur de β > 0,
∂f

∂x
(0, 0) et

∂f

∂y
(0, 0) existent et calculer

leurs valeurs.

4. Trouver enfin les valeurs de β pour lesquelles f est différentiable en (0, 0).

Exercice 2 : (10pts) Soit f(x, y) une fonction de classe au moins C2 vérifiant l’équation

(E)
∂2f

∂x2
+ 6

∂2f

∂x∂y
+

∂2f

∂y2
= 0.

1. On pose (S)
�
u = ax+ y
v = bx+ y

, avec a, b deux constantes réelles. A quelle condition sur

a et b, le système (S) définit-il un changement de variables dans R2 ?

2. Avec la condition trouvée précédemment on pose f(x, y) = g(u, v). Calculer
∂f

∂x
et

∂f

∂y
à l’aide de

∂g

∂u
et

∂g

∂v
.

3. Montrer alors que l’équation (E) se transforme en une équation (pour g) du type

(�E) α
∂2g

∂u2
+ β

∂2g

∂u∂v
+ γ

∂2g

∂v2
= 0.

4. Montrer qu’on peut choisir a et b de façon à ce que α = γ = 0. Calculer dans ce cas
la valeur de β.

5. Résoudre enfin l’équation (�E), puis donner la solution générale de (E).












