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Série 1: Espaces Métriques . Espaces Topologiques

Exercice 1
Soit (E; d) un espace métrique. Montrer que les applications

suivantes dé�nissent des distances:
e1: (x; y) 7�! e1 (x; y)=min (1; d (x; y))
e2: (x; y) 7�! e2 (x; y)= ln (1 + d (x; y))

e3: (x; y) 7�! e3 (x; y)=
d(x;y)

1+2d(x;y)

Exercice 2
Lesquelles des applications suivantes dé�nissent des distances

dans R?

d1 (x; y) =
p
jx2 � y2j, d2 (x; y) = lnj1+xj�lnj1+yj

1+jx�yj ; d3 (x; y) =
���arctan x�y

1+xy

���
d4 (x; y) = (x� y)3 d5 (x; y) =

��x3 � y3��
Exercice 3
Soit (E; d) un espace métrique,
Etablir que: 8x; y; z 2 E j d (x; z)� d (y; z)j � d (x; y)
Exercice 4
Soit E un ensemble et e : E � E 7�! R véri�ant

a) 8x; y 2 E e (x; y) = e (y; x) � 0;
b) 8x 2 E e (x; x) = 0 et
c) 8x; y; z 2 E e (x; y) � e (x; z) + e (y; z)

i) Montrer que la relation R dé�nie sur E par xRy () e (x; y) = 0
est une relation d�équivalence
ii) Montrer que e induit sur l�ensemble des classes d�équivalence

E=R:une distance

Exercice 5
Soit S l�ensemble des suites numériques réelles ou complexes, si

x = (xn)n y = (yn)non pose

d (x; y) =
+1X
n=0

un jxn�ynj
1+jxn�ynj où

X
n�0

un est une série positive convergente.�

Montrer que d dé�nie une distance sur S.
Exercice 6
Soit (E; d) un espace métrique et f une application injective de

E vers E .
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1)Montrer que l�application � : E�E 7�! R :� (x; y) = d (f (x) ; f (y))
est également une distance sur E.
2)Soit E = [0; 1] avec d (x; y) = jx� yj et f E 7�! E telle que

f (x) =

8<: 1 si x = 0
0 si x = 1
x si 0 � x � 1

Etudier la convergence de la suite
�
xn =

1
n

�
n�1dans (E; d) et dans

(E; �) ...
3) a) Soit ' une application de R+dans R+strictement croissante

nulle en zéro et sous additive ,montrer que ' � d est également une
distance .

b)Montrer que l�on peut prendre par exemple ' (x) =
p
x

' (x) = ln (x+ 1)

Exercice 7
Soit E = C ([a; b] ;R)l�ensemble des fonctions continues dé�nies sur

[a; b] à valeurs dans R
Pour f; g 2 E on dé�nit les applications suivantes:

d1 (f; g) =

bZ
a

jf (x)� g (x)j dx d2 (f; g) =

0@ bZ
a

jf (x)� g (x)j2 dx

1A1=2

d1 (f; g) = maxa�x�b jf (x)� g (x)j
Montrer que ces applications sont des distances sur E.
Exercice 8

Soient (E1; d1) (E2; d2) deux espaces métriques. Montrer que les
applications suivantes dé�nissent bien des distances sur l�ensemble
E1 � E2 :
d := sup (d1; d2) d0 = d1 + d2 d" :=

p
d21 + d

2
2;

Exercice 9
Soit X=]0;+1[ ;pour x; y 2 X;on note � (x; y) =

��� 1x � 1
y

���
1) Démontrer que �est une distance.
2) Déterminer B (1; 1)pour cette distance
3) La partie A = ]0; 1]est elle bornée pour cette distance?est

elle fermée?
4) Déterminer les boules ouvertes pour cette distance
Exercice 10
Soient A,B deux parties d�un espace métrique (E; d) :
a)Montrer que
1) A � B =) int (A) � int (B) et A � B
2) int(A \B) = in (A) \ in (B) et que in (A) [ in (B) � in (A [B)
3)A [B = A [B ,A \B � A \B
4) Fr (in (A)) � Fr (A) ; F r (A [B) � Fr (A) [ Fr (B) avec égalité

si A \B = ?
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b) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes:
1)A� Fr (A)
2)in (A) = ?
3)Le complémentaire de A dans E est dense dans E.
c)
1)Fr (A) = Fr (Ac)
2) A fermée , Fr (A)� A
3)A ouverte, Fr (A)\A = ?
4)A fermée , Fr (Fr (A)) = Fr (A)

Exercice 11
Déterminer dans Rnmuni de la distance euclidienne l�intérieur,

l�adhérence et la frontière des ensembles:
1)Dans R : : RnZ , RnQ; A =

��
xn = (�1)n + 2

n+1

�
n2N

;
�
yn = ln

�
1 + 1

n+2

��
n2N

; (zn = arctann)n2N

�
2)Dans R2 :: A =

�
(x; y) 2 R2x2 + y2 � 1 x � 0; y � 0

	
B =

�
(x; y) 2 R2x2 + y2 � 2x x � 0; y � 0

	
C =

�
(x; y) 2 R2 1 � x2 + y2 � 4

	
D =

�
(x; y) 2 R2 jxj+ jyj � 1

	
E =

�
(x; y) 2 R2 x2 � y2 � 1 x � 0

	
A [B , A \B;C [D et C \D:
3)Dans R3 : A =

�
(x; y; z) 2 R3 x2 + y2 = 1 0 � z � h

	
B =

�
(x; y; z) 2 R3 x2 + y2 + z2 � 2x x � 0; y � 0

	
C =

�
(x; y; z) 2 R3 x2 + y2 = 2x ou x2 + y2 � 4

	
D =

�
(x; y; z) 2 R2 x+ y + z = 1

	
E =

�
(x; y; z) 2 R3 x2 + y2 = z2 z � 0

	
Exercice 12
Soient A,B deux parties d�un espace métrique (E; d) :.Montrer que

si A est ouverte et A \B;= ? alors A \B;= ?

Exercice 13
Soit U1; : : : ; Un un nombre �ni d�ouverts denses d�un espace

métrique (E; d) .Démontrer que \ni=1Ui est un ouvert dense .

Exercice 14
Soit (E; d) :un espace métrique :Montrer que:
1) l�ensemble vide est bornée
2) toute boule de E est un ensemble borné
3)tout singleton de E est borné
4) � (B (a; r)) � 2r
Exercice 15
Soient A,B deux parties non vides d�un espace métrique (E; d) :Montrer

que:
1) A � B =) � (A) � � (B)
2) � (A) = 0, A = fag
3) A et B borné() A [B borné
4) toute partie �nie de E est bornée
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5)�
�
A
�
= � (A)

Exercice 16
Montrer que toute suite convergente d�un espace métrique (E; d)

est bornée.

Exercice 17

Soit l�application � pour x; y 2 Q�;on note � (x; y) =
(
0 si x = y�� 1
x

��+ ��� 1y ��� si x 6= y
1) Démontrer que � est une distance sur Q�
2) Les suites (xn)net (yn)ndé�nies par xn =

1
n et yn = n sont-elles

de Cauchy dans (Q�; d)?
3)En déduire que (Q�; d) n�est pas complet

Exercice 18
Soit l�application � pour x; y 2 N�;on note � (x; y) =

�
0 si x = y
1 + 1

x + 1
y si x 6= y

1) Démontrer que � est une distance sur N�
2) Montrer que si (xn)nest une suite de Cauchy dans (N�; d) alors

elle est stationnaire.
3) En déduire que (N�; d) est complet

Exercice 19

On munit l�ensemble E = C ([0; 1] ;R)l de la distance d1 et on
considère la suite (fn)

n2N�
dé�nie par:

fn (x) =

8<: (3n� 2) x si 0 � x � 1
3n

1� 2
3n si 1

3n � x �
2
3n

1� x si 2
3n � x � 1

Montrer que E muni de la distance d1n0estpas complet.

Exercice 20
On munit l�ensemble E = C ([0; 1] ;R) muni de la distance d1 et on

considère la suite (fn)n2N�dé�nie par:

fn (x) =

�
2n2 x si 0 � x � 1

2n2

1 si 1
2n2 � x � 1

Montrer que E muni de la distance d1n0est pas complet.

Exercice 21
On munit l�ensemble E = C ([0; 1] ;R) de la distance d1 et on con-

sidère les suites (fn)n ; (gn)ndé�nies par
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fn (x) = min
�
n; 1p

x

�
gn (x) =

(
0 si 0 � x � 1

3�
x� 1

3

� 1
n si 1

3 � x � 1
1) Véri�er que ces deux suites sont de Cauchy.
2) En déduire que (C ([0; 1] ;R) ; d1) n0est pas complet.

Exercice 22
On munit l�ensemble E = C ([�1; 1] ;R) de la distance d1 et on

considère la suite (fn)
n2N�
dé�nie par:

fn (x) =

8<: �1 si � 1 � x � � 1
n

nx si - 1n � x �
1
n

1 si 1
n � x � 1

et f (x) =

8<: �1 si � 1 � x � 0
0 si x=0
1 si 0 � x � 1

1) Véri�er que fn 2 E et 8n;m 2 N� d1 (fn; fm) � sup
�
2
n ;

2
m

�
en déduire que la suite (fn)

n2N�
est de Cauchy...

2) Montrer que:
8� 2 ]0; 1[ limn!+1

R �
�1 jfn (t) + 1j dt= 0 et limn!+1

R �
�1 jfn (t)� 11j dt =

0
3) En déduire que E muni de la distance d1n0est pas complet.
4) Etudier la convergence de suite (fn)

n2N�
dans E muni de la dis-

tance d2:ou d1 ;:Conclure!

Exercice 23
Soit (E; d) :un espace métrique :et (xn)net une suite dans E .

Montrer que si
X
n�1

d (xn; xn+1) � +1 alors (xn)n est de Cauchy.

La réciproque est-elle vraie?

Exercice 24
Montrer que tout espace métrique discret est complet.

Exercice 25
Montrer que l�espace métrique E = C ([a; b] ;R)muni de la distance

fondamentale d1 est complet.

Exercice 26
Soit (E; d) :un espace métrique :et (xn)net une suite dans E .
Montrer que a est une valeur d�adhérence de la suite (xn)nsi et

seulement si elle est limite d�une sous-suite extraite de (xn)n
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