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Exercicel: 07pts
1)Soit (E,7) un espace topologique
a)Montrer que toute partie compacte de E est fermée
b)Donner un exemple de partie fermée qui n’est pas compacte
c) Montrer que si E est compact alors toute partie fermée de E est
compacte
2) Soit (E,d) un espace métrique et (z,),.y une suite dans E.
On pose A={z,,neN} etlec A°=C¥k
a) Montrer que [ € A si et seulement si 1 est une valeur d’adhérence pour
la suite (z,),y
b) On suppose que (z,),.y admet une seule valeur d’adhérence I et U =
{zn,n e N} U{l}
Montrer que U est compact si et seulement si la suite (z,), yest convergente.

Exercice 2: 09pts L

Soit (E,d) un espace métrique et F un ensemble. On définit I'application
d,: F x F—R" telle que :

Ve,ye F od,(z,y) =d(¢ " (z),¢7 (y)) ou ¢: E— F est une bijection

a) Montrer que d, définit une distance sur F

b) Montrer que ¢ est une isométrie de(E,d) sur (F,d,)

II.

On considére E=]-1,1[ et R munis de la distance usuelle d(z,y) = |z — ¥

a) Montrer que (E,d) n’est pas complet

b) Montrer que lapplication ¢ : (R,d) — (]-1,1[,d) telle que ¢ (z) = 2 arctan
est un homéomophisme et ¢: (R,d) — (]-1,1[,d,), est une isométrie

c¢) En déduire que I'identité est un homéomophisme de (-1, 1[,d) vers (]—1,1[,d,)
d)Montrer que toute suite de Cauchy dans (]-1,1[,d,) est convergente dans
]_1’ 1[

e) En déduire que les distances d et d sont topologiquement équivalentes mais
ne sont pas métriquement équivalentes.

Exercice 3 04 pts Soient (E,d) et (F,) deux espaces métriques, f et g
deux applications continues de (E,d) vers (F,d)

1) Montrer que A= {r¢c E, f(x)# g(v)}est ouvert

2) Montrer que si A est dense dans E alors A® ne peut pas étre également
dense dans E



Corrigé

Exercicel

1)(03.5pts)
a) et c) voir cours
b)Un exemple de partie fermée qui n’est pas compacte: Dans R muni de

la distance usuelle [a, +oo[ ( ou]—00,a] ) ol a € R, est une partie fermée mais non
bornée alors non compacte

2)(04pts)
(E,d) un espace métrique et (z,),. une suite dans E A = {z,,n e N} et
le Ac=C¥%
a) n = 9

led Yvve V() VNA#J, comme A est infinie alors: VV € V (1) Vm € N: 3n >
m:x, €V
Soit ¢ = 0 ,en posant V=B (I,¢) ,on obtient: Ve = 0 Vm € N:3In > m : d(x,,1) <e alors
]l est une valeur d’adhérence pour la suite (z,),
2 ¢ 2
I est une valeur d’adhérence pour la suite (z,), ., & Ve = 0Vm e N:3n > m:
d(zp,l)<e=>Ve=0B(l,e)NA#D
comme tout voisinage de 1 contient une B (I,¢) (¢ = 0 ) alorsVV € V(I) VNA# @
cad. lc A
b) On suppose que (z,),.y admet une seule valeur d’adhérence I et U =
{z,,n e N} U{l}
On montre que U est compact si et seulement si la suite (z,), yest convergente.
" = ”
U est compact=-la suite (z,),. est bornée et on peut extraire une sous-suite
convergente et comme 1 est 'unique valeur d’adhérence alors c’est la limite
de la suite (z,),yainsi la suite (z,),.yest convergente.
S
Si la suite (z,),.yest convergente vers le U alors U est fermé

on déduit aussi que U est compact (d’aprés Lc :partie fermée d'un compact))
puisque U c B (I, p) ou
p=0(U)=sup{d(z,y): (z,y) € U} pest fini car la suite(z,), . est convergente.

Exercice 2: 09pts 1.(02.5pts)

(E,d) un espace métrique et F un ensemble. d,: F x F — R* telle que :
Ve,ye F od,(z,y) =d(e " (z),07' (y)) ou ¢:E— F est une bijection

a) d, définit bien une distance sur F,en effet ,comme d est une distance alors:

2



*Vao,y e Fod, (v,y) =d(p" (x), 97" (y)) >0

*(lidentite)Ve,y € F d, (z,y) =0 <= d(p ' (), (y) =0 2=y

“(symétrie)Vr,y € F d,_(r.y) = (o7 (), 07 () = d (o7 (4) .07 (1)) = d, (,9)
*(Iinegaliteé triangulaire)Vx y,2 € Fd,(x,2) =d(e™" (x), 07" (2) <d (o7 (z), 07" (y)+

d(¢™" (), 97" (2))
alors Vr,y,z € F' d, (=, (z,y) + d,(y,2)

< d,(a
b) ¢ est une 1sometrle de(F, ) sur (F,d,)car elle est bijective et vérifie:
Ve,ye E d,(¢(x),0(y) =d(@ ™ (¢(@),¢7 (¢ (y) =d(z,y)

11.06,5pts

On considére E=]-1,1] et R munis de la distance usuelle d (z,y) = |z — y|

a) (01pt) (E,d) n’est pas complet car il suffit de prendre la suite: z, =1-1 |
(Zn),en- C E et elle est de Cauchy,en effet
pour Ve =0dN. e NVa,meN n>=m > E—i—l] [ Tn — T | = B2 = " S%Se?

lim, ..z, =1¢FE

b) (02)L’application ¢ : (R,d) — (]-1,1[,d,) telle que ¢ (z) = 2arctanx

est bijective et ¢! (z) = tan (—a:)

Yo,y e R d(p(@).0 ) =le e @) ¢ (¢ )| =1z -y

Ve =0 Vo,ye R 36, =0 Jr—yl <. d,(¢p(@),¢(y) = |z —yl <eilsuffit de
prendre ), = ¢

donc ¢ est continue

Vo €l-L1l dy () = o7 (0= ()] = A (). )

Ve =0 Va,y€|-1,1] 6. =0 -
prendre 0. = ¢

donc ¢! est continue
Conclusion: ¢ est un homéomophisme

¢: (R,d) — (]-1,1[,d,), est une isométrie d’aprés b)

c¢) (01pt) On déduit que I'identité est un homéomophisme de (]—1,1[,d) vers
(J—1,1[,d,) comme composée de deux homéomophismes car id = pop!

(=11[.d) = (R.d) > (-1,1[.d,)

d)(Ol 5pts) Toute suite de Cauchy dans (]-1,1[,d,) est convergente dans]—1,1]
en effet,

d, (a:n,xm) = d (¢~ (zn) — ¢ ' (x,,)) ainsi si (z,), est une suite de Cauchy dans
(J-1,1[,d,) alors (¢! (x,)), sera une suite de Cauchy dans (R,d) et comme (R, d)
est complet elle est convergente vers une limite le R d’ou ¢ (1) € ]-1,1] Gréace
a la continuité de ¢ et de ™1, lim, ;o T, = lim,, 100 0 (071 (z1)) = © (1)
Conclusion (]-1,1[,d,) est complet.
e)(01pt) Puisque l'identité est un homéomophisme de (]—1,1[,d) vers (]-1,1[,d,)
alors les distances d et d sont topologiquement équivalentes , elles ne sont pas
métriquement équivalentes.car (]—1,1[,d)n’est pas complet et (]—1,1[,d,) est
complet.
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Exercice 3 04 pts

(E,d) et (F,6) sont deux espaces métriques,f et ,g sont deux applications
continues de (E,d) vers (F, )



1) (03pts) Montrons que A= {z € E, f(x) # g(z)}est ouvert

Soit zo € A, f (x0) # g (x0) alors 38> 0: 6 (f (z0), 9 (z0)) =S

f est continue au point =z, alors (¥)ve = 0 Vr € E 35. =0 d(v,79) < d. =
0 (f (o), f(x)) <e

en particu lier (*) est vraie pour € = §

g est continue au point =g alors (**)Ve = 0 Ve e F 3. =0 d(z,z) <. =

0(g(x0),g(x)) <e
en particulier (**) est vraie pour ¢ =

Alors

Ve = 0 Ve eFE d(z,v) < a=min(0,0.) = (f(x0),9(x0)) <(f (z0), [ (x))+
6 (f(x),9(x)) +0(g(x),9(x0))

alors 8 (f(x),g (@) > f— 2= £ = [ (2) # ()

AinsiVrg € A B(zg,a) C A ,ca.d A est ouvert

2) (01pt) A est ouvert dans E alors A%st fermé d’ou AC = A°.

Si A est dense A=E alors -
AY ne peut pas étre également dense dans E car on aura A= E =A donc
A c ACce qui est impossible !
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