Université Abou Bekr Belkaid Tlemcen 2019-2020
Département de Mathématiques Examen final
Module: Analyse numérique 1 Durée: 1h30

Exercice 1 : Soit la suite

Uo G}O, 1]
U, (u? + 3)

Vn >0
3uz+1 "7 "=

Unp4+1 =

Montrer que la suite (u,,), converge vers 1. Quel est I'ordre de convergence ?

Exercice 2 : Soit la fonction
f(z) = sin(mx).

1) Calculer approximation de f(3) (préciser erreur comise) en utilisant
a) le développement de Taylor de degré 3 de f autour de xy = 0.
b) le polynéme de Newton qui interpole f aux noeuds 0, 1/4, 3/4 et 1.
Comparer les deux approximations de f (%) avec la valeur exacte.

2) Calculer 'approximation de f'(2) en utilisant
a) le polynéme de Taylor.
b) le polynéme de Newton.
¢) la formule centrée avec h = 1/6.
Comparer les trois approximations de f’ (%) avec la valeur exacte.

3)Quelle est la méthode d’approximation la plus précise. Justifier votre réponse.

Exercice 3 : On considére ’équation
z(1+e€*) =e".

1) Montrer que cette équation admet une unique solution réelle z, dans [0,1].
2) Ecrire la méthode de Newton pour approcher la solution z..

Proposer une autre méthode de point fixe pour approcher z,. Justifier votre réponse.

3)
4) Calculer I'ordre de convergence de la méthode de point fixe.
(indication : la pécision € = 1073).



Correction

Exercice 1 : Soit la suite
Up G}O, 1]
U, (u? + 3)

Vn >0
3uz+1 "7 "

Unp4+1 =

Montrons que la suite (u,), converge vers 1.
Méthodel (1lére année) : (u,), est croissante et majorée par 1, le Upy1 = le U, =1
n—oo n—oo

2 3 3 2 1 2
Méthode2 : (point fixe) On choisit ¢ (x) = :C?E:j;—tl) sur [0, 1] alors ¢’ (x) = M
condition(2) on montre facilement que |¢' (z)| <1 Vz € [0, 1]
condition(1) ¢ est une fonction continue et croissante alors g ([0, 1]) = [¢(0), g(1)] = [0, 1]

Donc g : [0,1] — [0,1] est de C* tel que |¢' (z)] <1 Vz € [0,1]. Doncd’apres le théoréme

du point fixe la suite (u,), converge pour tout zo € [0, 1] de plus ggrgounﬂ = 7{1_@014” =1.

Méthodel : l'ordre de convergence est 3 car la suite (uy,)nen Vérifie
B e R [P | . DO SRR S

lim L 2L x = lim——— =~
o [u, — 1P noee |3u2 £ 1| |um — 1P noeo|3u +1] 4

>0 pourp=3

Méthode2 : I'ordre de convergence est 3 car ¢' (1) =0, ¢ (1) =0 et ¢ (1) # 0
3(x? —1)? 48z (% — 1 9zt + 1822 — 1
(3224+1) (322 4+ 1) (322 +1)
Exercice 2 : Soit la fonction f(x) = sin(mz).

1) Calculer Papproximation de f(2) (préciser I'erreur comise) en utilisant
a) Le polyndéme de Taylor de sin(7x) de degré 3 s’écrit

g® (r) = —48 x

3 2 2 4
1 DT (x) = nx — (Wg Alors f (g) okt 8—17r3 = 0.5632209453413526
L tE f(4)<§)(2)4 il < ! (2)4 4 — 0.79875 celo, ]
erreur es = — | T — | =] 7 = U. our —
0.5 a1 \3) T =943 P '3

b) le polynéme de Newton qui interpole f aux noeuds 0, 1/4, 3/4 et 1.
0.5 D3(@) = f(zo) + flzo, x1](x — 20) + flzo, 21, 22)(x — mo)(x — 1)
+f[x0a Ty, T2, $3]($ - 170)(1' - l’l)(l' - l’z)

0 [0] Pg(x)IQ\/ﬁx—i\/ix(x—i):—i 2z (v-1)

i \f 212 0.5L erreur est E(x) = f(jff)x(m _ i)(x _ Z)(z Y
0.5 i \f 0 —8\3/5 0.5 f(?)) ~ Pg(g) — (.8380524814062786
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Comparaison : f (%) = (0.86602540. 'approximation de Newton est plus précise.

2) Calculer 'approximation de f/(2) en utilisant
(71.)3',];2

1 a) le polyndéme de Taylor. DT"(x) = m — alors DT"(%) = —3.7486910531434994

8
1 b) le polynéme de Newton. Pj(x) = —5\/5(2x - 1) alors P§(2) = —1.2570787221094177

c) la formule centrée avec h = 1/6.

2 f(g—i-h)—f(%—i-h) 5) 3 3(Sin(5ﬂ)—sin(3ﬂ>) 3
6

e = =3(2) -~ 1) =

. Comparaison : f(2) = wcos (%) = —F = 1.5707963267948966.

L’approximation de la formule centrée est plus précise .

3) L’approximation de Newton est plus précise pour calculer f (%) que celle de Taylor. Ceci est

di au fait que % trop éloigné de 0, mais proche du noeud d’interpolation %. L’approximation

de la formule centrée pour calculer f (%) est plus précise par ce qu’ on a négligé le reste de

Taylor et I'erreur d’interpolation.

Exercice 3 : On considére 'équation x(1 + ) = e”.

1) L’équation admet une unique solution réelle z, dans [0,1].

1.5 Soit f: R —» R définie par f(z) = xz(1+€*)—e”. f est continue, f(0)f(1) < 0 donc, d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaire, la fonction f admet au moins une racine sur [0, 1]. De
plus, f est monotone sur [0;1] (carf,(x) = 1+ xe® > 0Vz € [0;1]), donc la racine est unique.
2) Ecrire la méthode de Newton pour approcher la solution z,.

xo € [0,1] voisinage de la solution

15 Ta(l4ef) —er (22—, +1)
Tpy1 = Tn — = e,
1+ z,ex 1+ zpes

3) Autre méthode de point fixe pour approcher z.,.

€ 10,1
0.5 o [7 ]ex

Tpt1 =
X
1+ex

1
condition(2) on montre facile-

efE , x
T e O 0,1] alors ¢’ (x) = e
ment que |¢' ()] <1 Vz € [0,1]
1 condition(1) g est continue et croissante alors g ([0, 1]) = [g(0)
0.5 Ponc g 0,1] — [0,1] est de C* tel que |¢' (x)] <1 Vz € 0,1
du point fixe la suite (z,), converge pour tout zy € [0, 1].
4) lordre de convergence est 1 car

On choisit g (x) =

g(1)] = {27 1+e} [0,1]

| . Doncd’apres le théoreme

e$

! g (z)= #0 Vrel0,1]
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