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Exercice 1:08pts Soient (E,7) un espace topologique , 4 et B sont deux
parties de E

1) Montrer que 4 est dense dans E si et seulement sivver UnA#o

2)Montrer que si A et B sont ouverts et denses dans E alors 4n B est un
ouvert non vide et dense dans E

3)Dans R muni de la topologie usuelle on considére les parties :

A=R\Q, B=(Qn [0,+00[) U(J-00,1]NR\Q )

Déterminer 4,8 et 4AnB , conclure!

4) Montrer que si 4 est un ouvert dense dans £ alors le complémentaire de
A est un fermé d’intérieur vide: int(A°) =

5) Montrer que si F, et F, sont deux parties de E, fermées et d’intérieurs

vides alors F,u F, est un fermé et d’intérieur vide
6) Donner un exemple de deux parties d’intérieurs vides telles que leur

réunion est d’intérieur non vide.

Exercice 2:07pts On munit ’ensemble E=c(0,1],R) de la distance 4, et
on considere la suite (£,) _ définie par:
(an) x si 0<x< 1
fn(x)= 17,7 si <x<—
1—xz si = < T < 1

1) Montrer que la suite (fn),_.est de Cauchy

2) Determmer pour tout xe(o,1] la limite f(z) de la suite (£, (x)) . .Vérifier
que di (fu. f) < 5

3) En déduire que E muni de la distance 4,n’est pas complet.

1) Calculer d. (fn, f) Ja suite (£, (x)) . est elle convergente dans (E,d_)?

(on rappelle que duo (f,9) = maxeero.y | (2) — 9 @)] et di (f,9) / F (@) —g(@)|de )

Exercice 3 05pts Soient (£,4) et (r6) deux espaces métriques, A une
partie de E et f une application de (g,4) vers (F,é)

1) Montrer que si f est continue alors pour toute suite convergente (z,), . C E,
limy, 40 f(2n) = f (limp— 400 Tn)

2) En déduire que si f est continue alors f(4) c 7(A).ou A est I’adhérence de
A.



Corrigé

Exercice 1

(E,T) est un espace topologique , A et B sont deux parties de F

1) Montrons que A est dense dans E siet seulementsi VU e€r U N A# Q@

» :> b2

Aestdensedans E &5 A=FesVacE VYV e V(z) VNA#@ (V(x) :ensemble des
voisinage de x)

YV U étant un ouvert alors il est voisinage de chacun de ses points ie U = V() Vo € U alors UN

A#Q

TV e EVVeEV(x),VOUer,UNA#@=VNA+# & alors A est dense dans F

2)

Si Aet Bsont densesdans Ealors YU er UNA#2 et UN B#Q,

VUer U N A% en particulier pour U = B(ouvert) alors ANB # &

comme B est dense et U N A est ouvert alors (U N A)NB#@ielU N (ANB) # @

ainsi AN B est dense dans E.

3) Dans R muni de la topologie usuelle on considére les parties :

“A=R\Q. B =(Qn [0.+00]) U(~20, ] NR\Q )

A=B =R etANB=]-00,1]NR\Q AN B =]—00,1] # R ,alors AN B n’est pas dense dans Rcar les
conditions ne sont pas toutes satisfaites en effet:

ni A ni B n’est ouvert: Vo € A, V U un intervalle ouvert contenant x , U ne peut pas étre contenu dans

A car il contient aussi les nombres rationnels.
4) A est un ouvet= A® est fermé et A = int(A)
A est dense dans £ <= A=E
Sachant que int(A)U Fr (A) Uint(AY) = AUint(AY) = E et ANint(A°) = @,alors int(A°) = @,
5) F1 et Fy sont deux parties de E, fermées et d’intérieurs vides alors FC et FS sont dences dans E
d’aprés 4)
et(F) U Fy)° = FF NFY intersection de deux ouverts dences dans £ qui est aussi ouvert et dense dans
E daprées 2)
ainsi '} U Fyest un fermé et d’intérieur vide.
6) L’exemple de deux parties d’intérieurs vides telles que leur réunion est d’intérieur non vide.:
Dans R muni de la topologie usuelle, on considére les parties :
Fl :R\Q 5 F2 :Q F1U F2 :R, znt(Fl) =g ’L?’Lt(Fg) =g et Z'Ilt(Fl U FQ) :R#Q
Cet exemple montre que la condition que les parties soient fermées est bien nécessaire dans 5)
€

Exercice 2:07pts On munit 'ensemble E = C([0,1],R) de la distance d; et on considére la suite
(fn), . définie par:
n—2)zsi 0<w<i
fal@)=¢ 1-2 si Ll<g<?2

n n —n

1l—2 si £2<zx<1

n

1) Montrons que la suite ( fn)nEN* est de Cauchy
on remarque que :Vn € N* fm€FE et si n>m alors f, > fin

1 1 1
dy (fos fm) = | |fn (@) = fo (2)|dz = | fr (2)—fm = [ fu(@)da— | fon (z)dz = %_%2_%_
R s (T
11 1
2 m?2 2m
i (forsfm) =g — it~ <55 <e=>m>4

AinsiVe =0 Ip.=[2 +1]eN  Vn>=m>n.= di (fo, fm) <€



donc la suite ( fn)neN* est de Cauchy
2)Vx€10,1] limy—qoofrn () =1 —z et limy, 400 frn (0) = lim,—1 5,0 =10

. 0 si =0
-hmnﬂ+oofn(x):f(x):{1—$ si 0<2<1
1

dMMﬁ:/U@fh@Wh:/ﬂ@#M@m
0

0
ot <
3) limy— 4 00dy (fn, f) =0 On déduit que lim,, 4o fn = f dans (E,d;)
lim,_o+f (z) =1# f(0) alors f n’est pas continue sur [0,1] ie f ¢ F
On déduit alors que E muni de la distance din’est pas complet.

1) doc (s frn) = mayion) o (&) fon ()] 2 max, o s (n =)z =1~ 2 = & sin > 2m

,alors la suite (fn (%)) _ . n’est pas de Cauchy donc divergente dans (F,ds).

Exercice3 (voir cours)



