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Exercice 01: Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

1)x (lnx) y0 = (3 lnx+ 1) y;

c�est une équation di¤érentielle d�ordre 1 à variable séparable, en e¤et:

x (lnx) y0 = (3 lnx+ 1) y ) x (lnx)
dy

dx
= (3 lnx+ 1) y

) dy

y
=
(3 lnx+ 1)

x (lnx)
dx

)
Z
dy

y
=

Z
(3 lnx+ 1)

x (lnx)
dx

) ln jyj =
Z
(3 lnx+ 1)

x (lnx)
dx;

mais pour:

I =

Z
(3 lnx+ 1)

x (lnx)
dx; on pose: lnx = t) dx

x
= dt

ce qui donne:

I =

Z
(3t+ 1)

t
dt = 3

Z
dt+

Z
dt

t
= 3t+ ln jtj+ c1; c1 2 R

= 3 ln jxj+ ln jlnxj+ c1; c1 2 R

donc:

ln jyj = 3 ln jxj+ ln jln jxjj+ c1; c1 2 R
) jyj = e3 lnjxj+lnjlnjxjj+c1 ; c1 2 R
) jyj = elnjxj

3

elnjlnjxjjec1

) jyj = jxj3 jln jxjj ec1

) y = kx3 ln jxj ; k 2 R:

2)y0 tanx = y ln y;

c�est une équation di¤érentielle d�ordre 1 à variable séparable, en e¤et:

dy

dx
tanx = y ln y ) dy

y ln y
=

dx

tanx
=
cosx

sinx
dx

)
Z

dy

y ln y
=

Z
cosx

sinx
dx) ln jln jyjj = ln jsinxj+ c1

) elnjlnjyjj = elnjsin xj+c1 ) jln jyjj = ec1 jsinxj
) ln jyj = c2 sinx; c2 2 R
) jyj = ec2 sin x ) y = �ec2 sin x; c2 2 R:

3)y0 = 2x
�
e�y + 1

�
;
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c�est une équation di¤érentielle d�ordre 1 à variable séparable, en e¤et:

dy

dx
= 2x

�
e�y + 1

�
) dy

e�y + 1
= 2xdx

)
Z

dy

e�y + 1
=

Z
2xdx)

Z
dy

1
ey + 1

= x2 + c1; c1 2 R

)
Z

eydy

ey + 1
= x2 + c1; on pose: t = ey ) dt = eydy

)
Z

dt

t+ 1
= x2 + c1 ) ln jt+ 1j = x2 + c1

) ln (ey + 1) = x2 + c1 ) (ey + 1) = ex
2+c1

) ey = ex
2+c1 � 1) y = ln

���ex2+c1 � 1��� ; c1 2 R
) y = ln

���kex2 � 1��� ; k 2 R+:
4)x2y0 + xy = y2 + x2:

C�est une équation homogène de la forme:

y0 = f
�y
x

�
:

dans notre cas:

x2y0 + xy = y2 + x2 , y0 =
�y
x

�2
� y

x
+ 1::: (�)

on pose:
t =

y

x
) y = tx) y0 = t0x+ t;

donc (�) donne:

t0x+ t = t2 � t+ 1) x
dt

dx
= t2 � 2t+ 1 = (t� 1)2

) dt

(t� 1)2
=
dx

x
)
Z

dt

(t� 1)2
=

Z
dx

x

) � 1

t� 1 = ln jxj+ c1; c1 2 R

) t� 1 = �1
ln jxj+ c1

) t = 1� 1

ln jxj+ c1

) y

x
= 1� 1

ln jxj+ c1
) y = x� x

ln jxj+ c1
; c1 2 R:

5)xy0 = y + x
�
cos
�y
x

��2
C�est une équation homogène:

xy0 = y + x
�
cos
�y
x

��2
) y0 =

y

x
+
�
cos
�y
x

��2
::: (�)

on pose:
t =

y

x
) y = tx) y0 = t0x+ t;

donc (�) donne:

t0x+ t = t+ cos2 t) t0x = cos2 t

) dt

dx
x = cos2 t) dt

cos2 t
=
dx

x

)
Z

dt

cos2 t
=

Z
dx

x
) tan t = ln jxj+ c1; c1 2 R

) t = arctan (ln jxj+ c1)) y = x arctan (ln jxj+ c1) ; c1 2 R:
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6)xyy0 = y2 � x
p
x2 � y2; x > 0

C�est une équation homogène:

xyy0 = y2 � x
p
x2 � y2 ) xyy0

x2
=
y2

x2
� x

x2

p
x2 � y2

)
�y
x

�
y0 =

�y
x

�2
�
r
x2 � y2
x2

)
�y
x

�
y0 =

�y
x

�2
�
r
1�

�y
x

�2
; ::: (�)

on pose:
t =

y

x
) y = tx) y0 = t0x+ t;

donc (�) donne:

t (t0x+ t) = t2 �
p
1� t2 ) t

dt

dx
x = �

p
1� t2

) � tp
1� t2

dt =
dx

x

)
Z
� 2t

2
p
1� t2

dt =

Z
dx

x

)
p
1� t2 = ln jxj+ c1; c1 2 R

) 1� t2 = (ln jxj+ c1)2

) t2 = 1� (ln jxj+ c1)2

) t = �
q
1� (ln jxj+ c1)2

) y = �x
q
1� (ln jxj+ c1)2; c1 2 R:

Exercice 02: Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:�
1 + x2

�
y0 + xy =

p
1 + x2; ::: (1)

c�est une équation linéaire avec second membre:

1ère étape: La solution de (1) sans second membre (ESSM)�
1 + x2

�
y0 + xy = 0

C�est une équation à variable séparable:

)
�
1 + x2

� dy
dx
+ xy = 0) dy

y
=

�x
(1 + x2)

dx

)
Z
dy

y
=
�1
2

Z
2x

(1 + x2)
dx

) ln jyj = �1
2
ln
�
1 + x2

�
+ c1; c1 2 R

) jyj = e� 1
2 ln(1+x

2)+c1 ) y = �ec1eln(1+x
2)

� 1
2

donc la solution SSM est:

y1 =
kp
1 + x2

; k 2 R:

2ème étape: La solution de (1) avec second membre (EASM)�
1 + x2

�
y0 + xy =

p
1 + x2; ::: (1)
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on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

y2 =
k (x)p
1 + x2

(1) imlique que: �
1 + x2

�24k0 (x)p1 + x2 � xk(x)p
1+x2

(1 + x2)

35+ x k (x)p
1 + x2

=
p
1 + x2

) k0 (x)
p
1 + x2 � xk (x)p

1 + x2
+ x

k (x)p
1 + x2

=
p
1 + x2

) k0 (x) = 1) k (x) = x;

par suite:
y2 =

xp
1 + x2

;

alors la solution générale de (1) est:

Y = y1 + y2 =
k + xp
1 + x2

; k 2 R:

2)y0 +
1

x lnx
y =

1

lnx
(sur ]0; 1[ )... (2) ,

c�est une équation linéaire avec second membre:

1ère étape: La solution de (2) sans second membre (ESSM)

y0 +
1

x lnx
y = 0

C�est une équation à variable séparable:

dy

dx
+

1

x lnx
y = 0) dy

y
= � dx

x lnx

)
Z
dy

y
= �

Z
dx

x lnx
) ln jyj = � ln jln jxjj+ c1; c1 2 R

) jyj = elnjlnjxjj
�1+c1 ) y = �ec1 1

jln jxjj ) y1 =
k

lnx
; k 2 R:

2ème étape: La solution de (2) avec second membre (EASM)

y0 +
1

x lnx
y =

1

lnx
; ::: (2)

on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

y2 =
k (x)

lnx

(2) imlique que:

k0 (x) lnx� 1
xk (x)

(lnx)
2 +

1

x lnx

k (x)

lnx
=

1

lnx

k0 (x)

lnx
� 1

x lnx

k (x)

lnx
+

1

x lnx

k (x)

lnx
=

1

lnx
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) k0 (x) = 1) k (x) = x;

par suite:
y2 =

x

lnx
;

alors la solution générale de (1) est:

Y = y1 + y2 =
k + x

lnx
; k 2 R:

3)y0 = (tanx)y + sinx; x 2
i
��
2
;
�

2

h
c�est une équation linéaire avec second membre:

1ère étape: La solution de (3) sans second membre (ESSM)

y0 � (tanx)y = 0

C�est une équation à variable séparable:

dy

dx
� (tanx)y = 0) dy

y
= (tanx)dx

)
Z
dy

y
=

Z
(tanx)dx =

Z
sinx

cosx
dx = �

Z � sinx
cosx

dx

) ln jyj = � ln cosx+ c1; c1 2 R

) jyj = eln(cos x)
�1+c1 ) y = �ec1 1

cosx
) y1 =

k

cosx
; k 2 R:

2ème étape: La solution de (3) avec second membre (EASM)

y0 � (tanx)y = sinx; ::: (3)

on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

y2 =
k (x)

cosx

(2) imlique que:
k0 (x) cosx+ k (x) sinx

(cosx)
2 � sinx

cosx

k (x)

cosx
= sinx

) k0 (x) = sinx cosx =
1

2
sin 2x) k (x) =

�1
4
cos 2x;

par suite:

y2 =
� cos 2x
4 cosx

;

alors la solution générale de (1) est:

Y = y1 + y2 =
k

cosx
� cos 2x

4 cosx
; k 2 R:

Exercice 03: Considérons l�équation di¤érentielle suivante:

x2y0 + xy = ay2 + bx2::: (E) ; a; b 2 R:

(1) Déterminer a et b pour que (y0 (x) = x) soit une solution particulière de (E) :

x2y00 + xy0 = ay20 + bx
2 ) x2 + x2 = ax2 + bx2

) a+ b = 2:
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(2) Résoudre l�équation (E) dans les cas suivants:

i) a = b = 0 :
(E)) x2y0 + xy = 0) xy0 + y = 0; x 6= 0

c�est une équation à variable séparable:

x
dy

dx
+ y = 0) dy

y
= �dx

x
)
Z
dy

y
= �

Z
dx

x

ln jyj = � ln jxj+ c1; c1 2 R

jyj =
ec1

jxj ) y = �e
c1

jxj =
k

x
; k 2 R:

ii) a = 0et b = 1 :
(E)) x2y0 + xy = x2;

c�est une équation linéaire avec second membre:

1ère étape: La solution de (3) sans second membre (ESSM)

x2y0 + xy = 0) xy0 + y = 0; x 6= 0

c�est une équation à variable séparable:

x
dy

dx
+ y = 0) dy

y
= �dx

x
)
Z
dy

y
= �

Z
dx

x

ln jyj = � ln jxj+ c1; c1 2 R

jyj =
ec1

jxj ) y = �e
c1

jxj =
k

x
; k 2 R:

2ème étape: La solution de (E) avec second membre (EASM)

x2y0 + xy = x2; ::: (E)

on utilise la méthode de la solution particulière:

y2 =
x

2

alors la solution générale de (E) est:

Y = y1 + y2 =
k

x
+
x

2
; k 2 R:

iii) a = 1 et b = 0 :
(E)) x2y0 + xy = y2:

C�est une équation de Bernoulli:

x2y0 + xy = y2 ) y�2x2y0 + xy�1 = 1; ::: (2)

alors on fait le changement: z = y�1 d�où

z0 = � y
0

y2
;

En remplaçant dans l�équation (2), on obtient

�x2z0 + xz = 1

qui est une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 avec seconde membre.
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La résolution de l�équation sans seconde membre:

�x2z0 + xz = 0

donne

�xdz
dx
+ z = 0) dz

z
=
dx

x
)
Z
dz

z
=

Z
dx

x

ln jzj = ln jxj+ c1; c1 2 R) jzj = ec1 jxj

z1 (x) = k x où k 2 R:

Par suite, en utilisant la méthode de la solution particulière:

z2 (x) =
1

2x
:

Ainsi la solution générale de l�équation linéaire est donnée par

z (x) = kx+
1

2x
=
2kx2 + 1

2x
; k 2 R:

et puisque z = y�1 alors la solution générale de (2) est

y (x) =
2x

2kx2 + 1
où k 2 R:

iv) a = 1 et b = 1 :
(E)) x2y0 + xy = y2 + x2:

C�est une équation de Riccatti: qui admet comme solution particulière y1 = x:

On pose alors y = y1 + z = x+ z; z étant une nouvelle fonction inconnue, d�où

(E) , x2 (z0 + 1) + x (z + x) = (z + x)
2
+ x2

) x2z0 + x2 + xz + x2 = z2 + 2xz + 2x2

) x2z0 � xz = z2;

C�est une équation de Bernoulli:
z�2x2z0 � xz�1 = 1; ::: (5)

alors on fait le changement: t = z�1 d�où

t0 = � z
0

z2
;

En remplaçant dans l�équation (5), on obtient

�x2t0 � xt = 1) x2t0 + xt = �1

qui est une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 avec seconde membre.
La résolution de l�équation sans seconde membre:

x2t0 + xt = 0

donne

x
dt

dx
+ t = 0) dt

t
= �dx

x
)
Z
dt

t
= �

Z
dx

x

ln jtj = � ln jxj+ c1; c1 2 R) jtj = ec1

jxj

t1 (x) =
k

x
où k 2 R:
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Par suite, en utilisant la méthode de la solution particulière:

t2 (x) =
� ln jxj
x

:

Ainsi la solution générale de l�équation linéaire est donnée par

t (x) =
k

x
� ln jxj

x
=
k � ln jxj

x
; k 2 R:

et puisque t = z�1 alors la solution générale de (2) est

z (x) =
x

k � ln jxj où k 2 R:

donc la solution est:
y = y1 + z = x+

x

k � ln jxj :

Exercice 04: Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

1)xy0 + y � xy3 = 0:

xy0 + y � xy3 = 0) xy0 + y = xy3;

C�est une équation de Bernoulli:
y�3xy0 + y�2 = x; ::: (1)

alors on fait le changement: z = y�2 d�où:

z0 = �2y�3y0;

En remplaçant dans l�équation (1), on obtient

�xz
0

2
+ z = x) xz0 � 2z = �2x;

qui est une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 avec seconde membre.

La résolution de l�équation sans seconde membre:

xz0 � 2z = 0

donne

x
dz

dx
� 2z = 0) dz

z
=
2

x
dx)

Z
dz

z
= 2

Z
dx

x

ln jzj = 2 ln jxj+ c1; c1 2 R) jzj = ec1x2

z1 (x) = k x2 où k 2 R:

Par suite, en utilisant la méthode de la solution particulière:

z2 (x) = 2x:

Ainsi la solution générale de l�équation linéaire est donnée par

z (x) = k x2 + 2x; k 2 R:

et puisque z = y�2 alors la solution générale de (1) est

y (x) = � 1p
k x2 + 2x

où k 2 R: (x 6= 0)
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2)x2
�
y0 + y2

�
= xy � 1; ::: (2)

en véri�ant que y0 (x) = 1
x est une solution particulière.

x2
�
y00 + y

2
0

�
= x2

�
� 1

x2
+
1

x2

�
= 0 = x

�
1

x

�
� 1 = xy0 � 1;

c�est à dire y0 est une solution particulière de l�équation (2) :
Mais l�équation (2) est de Riccatti, qui admet comme solution particulière y1 = 1

x :
On pose alors y = y1 + z = 1

x + z; z étant une nouvelle fonction inconnue, d�où

(2) , x2

 
� 1

x2
+ z0 +

�
1

x
+ z

�2!
= x

�
1

x
+ z

�
� 1

) �1 + x2z0 + 1 + x2z2 + 2xz = xz
) x2z0 + x2z2 + xz = 0) xz0 + xz2 + z = 0

) xz0 + z = �xz2

C�est une équation de Bernoulli:
z�2xz0 + z�1 = �x; ::: (3)

alors on fait le changement: t = z�1 d�où

t0 = � z
0

z2
;

(3)) �xt0 + t = �x;

qui est une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 avec seconde membre.
La résolution de l�équation sans seconde membre:

�xt0 + t = 0

donne

�x dt
dx
+ t = 0) dt

t
=
dx

x
)
Z
dt

t
=

Z
dx

x

ln jtj = ln jxj+ c1; c1 2 R) jtj = ec1 jxj

t1 (x) = kx où k 2 R:

Par suite, en utilisant la méthode de la solution particulière:

t2 (x) = x ln jxj :

Ainsi la solution générale de l�équation linéaire est donnée par

t (x) = kx+ x ln jxj ; k 2 R:

et puisque t = z�1 alors la solution générale de (2) est

z (x) =
1

kx+ x ln jxj où k 2 R:

donc la solution est:
y = y1 + z =

1

x
+

1

kx+ x ln jxj : (x 6= 0)

Exercice 05: Résoudre les équations di¤érentielles suivantes:

y00 � 2y0 + y = cosx: (1)
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1�ere- étape: La solution de l�équation sans seconde membre.

y00 � 2 y0 + y = 0 (2)

l�équation caractéristique est donnée par : r2 � 2r + 1 = 0)4 = 0

) r0 = 1

d�où la solution de (2) est dé�nie par : y1 + y2 = c1e
x + c2xe

x; c1; c2 2 R

2�eme- étape: La solution de l�équation avec seconde membre. Par la méthode de la solution
particulière:

y3 = k1 cosx+ k2 sinx; est une solution de (1)

) y3
00 � 2 y30 + y3 = cosx

) (�k1 cosx� k2 sinx)� 2 (�k1 sinx+ k2 cosx) + (k1 cosx+ k2 sinx) = cosx

)
�
�2k2 = 1
2k1 = 0

)
�
k1 = 0 et k2 = �

1

2
;

) y3 = �
1

2
cosx:

Conclusion: La solution générale est:

Y = y1 + y2 + y3 = c1e
x + c2xe

x � 1
2
cosx; c1; c2 2 R:

2)y00 � 4y0 + 3y = ex

1�ere- étape: La solution de l�équation sans seconde membre.

y00 � 4 y0 + 3 y = 0 (2)

l�équation caractéristique est donnée par : r2 � 4r + 3 = 0)4 = 4 > 0;

) r1 = 1 et r2 = 3:

d�où la solution de (2) est dé�nie par : y1 + y2 = c1e
x + c2e

3x; c1; c2 2 R

2�eme- étape: La solution de l�équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:

y3 = c1 (x) e
x + c2 (x) e

3x est une solution de (1)

) y3
00 � 4 y30 + 3 y3 = ex

)
�

c01 (x) e
x + c02 (x) e

3x = 0
c01 (x) e

x + c02 (x) 3e
3x = ex

)
�

2c02 (x) e
3x = ex

c02 (x) = e
�2x ) c01 (x) = �1

)
�

c1 (x) = �x
c2 (x) = � 1

2e
�2x

) y3 = �x ex �
1

2
ex =

�
�x� 1

2

�
ex

Conclusion: La solution générale est:

Y = y1 + y2 + y3 = c1e
x + c2e

3x �
�
x+

1

2

�
ex; c1; c2 2 R:

3)y00 + 3y0 + 2y = x2 + sinx+ e�x:
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1�ere- étape: La solution de l�équation sans seconde membre.

y00 + 3y0 + 2 y = 0 (2)

l�équation caractéristique est donnée par : r2 + 3r + 2 = 0)4 = 1 > 0;

) r1 = �1 et r2 = �2:
d�où la solution de (2) est dé�nie par : y1 + y2 = c1e

�x + c2e
�2x; c1; c2 2 R

2�eme- étape: La solution de l�équation avec seconde membre. Par la méthode de la solution
particulière:

1�)y00 + 3y0 + 2y = x2

y3 = ax2 + bx+ c; est une solution de (1)

) y3
00 + 3 y3

0 + 2 y3 = x
2

) (2a) + 3 (2ax+ b) + 2
�
ax2 + bx+ c

�
= x2

)

8<: 2a = 1
2b+ 6a = 0

2c+ 3b+ 2a = 0
)
�
a =

1

2
; b = �3

2
et c =

7

4

) y3;1 =
1

2
x2 � 3

2
x+

7

4
:

2�)y00 + 3y0 + 2y = sinx

y3 = k1 cosx+ k2 sinx; est une solution de (1)

) y3
00 + 3 y3

0 + 2y3 = sinx

) (�k1 cosx� k2 sinx) + 3 (�k1 sinx+ k2 cosx) + 2 (k1 cosx+ k2 sinx) = sinx

)
�

k1 + 3k2 = 0
�3k1 + k2 = 1

)
�
k1 = �

3

10
et k2 =

1

10
;

) y3;2 = �
3

10
cosx+

1

10
sinx:

3�)y00 + 3y0 + 2y = e�x

y3 = (ax+ b) e�x; est une solution de (1)

) y3
00 + 3 y3

0 + 2 y3 = e
�x

)
�
axe�x + (b� 2a) e�x

�
+ 3

�
�axe�x + (a� b) e�x

�
+ 2

�
axe�x + be�x

�
= e�x

) fb� 2a+ 3a� 3b+ 2b = 1 ) fa = 1; b 2 R
) y3;3 = (x+ b) e

�x:

Conclusion: La solution générale est:
Y = y1 + y2 + y3 = c1e

�x + c2e
�2x + 1

2x
2 � 3

2x+
7
4 �

3
10 cosx+

1
10 sinx+ xe

�x; c1; c2 2 R:

4)y00 + �2y = sin�x:

1�ere- étape: La solution de l�équation sans seconde membre.

y00 + �2y = 0 (2)

l�équation caractéristique est donnée par : r2 + �2 = 0)4 < 0;

) r1 = i� et r2 = �i�:
d�où la solution de (2) est dé�nie par : y1 + y2 = c1 cos�x+ c2 sin�x; c1; c2 2 R
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2�eme- étape: La solution de l�équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:

y3 = c1 (x) cos�x+ c2 (x) sin�xest une solution de (1)

mais:
y003 + �

2y3 = sin�x

) �
c01 (x) cos�x+ c

0
2 (x) sin�x = 0::: (�)

�c01 (x) � sin�x+ c02 (x) � cos�x = sin�x::: (�)

(�)� (cos�x)� (�)� (sin�x)) c01 (x) =
1
� sin

2 �x = 1
2� (1� cos 2�x)) c1 (x) =

x
2� �

1
4�2 sin 2�x:

(�))

c02 (x) = �
1

�

sin2 �x cos�x

sin�x
= � 1

2�
sin 2�x) c2 (x) =

1

4�2
cos 2�x:

Conclusion: La solution générale est:
Y = c1 cos�x+ c2 sin�x+

�
x
2� �

1
4�2 sin 2�x

�
cos�x+

�
1
4�2 cos 2�x

�
sin�x; c1; c2 2 R:

5)y00 + �2y =
1

sin�x
:

1�ere- étape: La solution de l�équation sans seconde membre.

y00 + �2y = 0 (2)

l�équation caractéristique est donnée par : r2 + �2 = 0)4 < 0;

) r1 = i� et r2 = �i�:
d�où la solution de (2) est dé�nie par : y1 + y2 = c1 cos�x+ c2 sin�x; c1; c2 2 R

2�eme- étape: La solution de l�équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:

y3 = c1 (x) cos�x+ c2 (x) sin�xest une solution de (1)

mais:
y003 + �

2y3 =
1

sin�x
) �

c01 (x) cos�x+ c
0
2 (x) sin�x = 0::: (�)

�c01 (x) � sin�x+ c02 (x) � cos�x = 1
sin�x ::: (�)

(�)� (cos�x)� (�)� (sin�x)) c01 (x) =
1
� ) c1 (x) =

x
� :

(�))
c02 (x) = �

1

�

cos�x

sin�x
) c2 (x) = �

1

�2
ln jsin�xj :

Conclusion: La solution générale est:

Y = c1 cos�x+ c2 sin�x+
x

�
cos�x� 1

�2
ln jsin�xj sin�x; c1; c2 2 R:
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