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Exercice 01: Résoudre les équations différentielles suivantes:
Dz (Inz)y = (Bnx+1)y,

c’est une équation différentielle d’ordre 1 & variable séparable, en effet:

d
z(lnz)y = (31n:c+1)y:>x(lnx)d—y:(3lnx+1)y
x
d
N y_(3ln:c—|—1)
z (lnx)

/dy / 31n:r+1
=
(Inx)

31
= Inly| :/Md%

z (Inx)
mais pour:
31 1 d
I:/wdaz on pose: Inz=t= - =dt
z (Inx) z
ce qui donne:
3t+1 dt
] = /%dtzg/dt_g_/? =3t+In|t|+c1,c1 €R
= 3ln|z|+In|lnz|+c1,c0 €R
donc:
Inly] = 3ln|z|+In|n|z||+c1,c1 €R
= |y| _ 63ln\x|—i-ln|1n|x\H—cl’c1 cR
= |y| _ eln|x|361n|1n\w\|ecl
3 c
= |yl = |z|" [In|z|[
= y=kr’ln|z|, kR

2)y tanx = ylny,
c’est une équation différentielle d’ordre 1 & variable séparable, en effet:

d d d
—ytanx = ylhy= y - _ C9sxdx
dx ylny tanx  sinzx

d
/ i :/C?Sxd$:>111|ln|y\|zln\sinx\—i—cl

ylny sinx
eln\ln|y” — eln|sin$|+01 = |1H |yH = eCl |sin:r|
In|y| =cosinz,co € R
|y‘ — ee2sinz y = +eC2 SinI’CQ € R.

Ll

3y =2z (e”?+1),



c’est une équation différentielle d’ordre 1 & variable séparable, en effet:

dy dy

= -y B
e 290(6 +1):> v 1

- [
eY+1

evdy 2
= =x° 4¢3, on pose: t =eY = dt = eYdy
eV +1

dt
H—l:x2+clz>ln|t+1|:x2+cl

= In(e+1)=a+c; = (e +1) = em te

= 2xdx

e
¥ = tor —1=y=Inle" T4 —

I

,c1 €ER

= yzln’k‘e“: —

4y 4 zy = y? + 2%

C’est une équation homogene de la forme:

dans notre cas: )
xzy'—l—a:y:yz—l—xQ(:}y’:(%) —%—i—l...(a)
on pose:

t:y:>y:tx:>y’:t’x+t,
x

donc («) donne:

dt
e+t = t2—t+1:>xd—:t2—2t+1:(t—1)2
x
dt dz dt dx
= == = =
(t—1) x (t—1) x
1
= —mzln|x|+cl,cleR
O e N P S
In|z| + ¢ In|z|+ ¢
Y 1
A N P L
x In|z| + ¢ Y In|z|+ ¢

Y\ 2
S5y =y +x (cos (7))
T
C’est une équation homogene:

' =y+a (cos (%))2 =1y %+ (cos (%))2((1)

on pose:

t:g:>y:tx:>y':t'x+t,
T

donc («) donne:

e+t = t4+cos?t=t'z=cos’t
dt 9 dt dx
= —xr=cos’t=> —5 =
dx cos?t x
dt dx
= — = — = tant=In|z|+c¢,c1 €R
cos“t T

—x2+01,01€R

,c1 € R

= t=arctan(In|z|+ ¢1) = y = zarctan (In|z| +¢1),c1 € R.



6)zyy =1y —x/22 —y2,2 >0

C’est une équation homogene:

/

/ 2
sy = oot Y Y

x
2 2
L2 a2y
2 P

O
- O

t:g:>y:tx2>y’:t’x+t,
x

on pose:

donc (&) donne:

dt
t{tr+t) = t2—\/1—t2:>td—x:—\/1—t2
X

S R

V1—t2 x

2t
/fidt: de
2v/1 — t2 T

= V1—-t2=l|z|+c,0 €R
= 1—t2=(In|z|+¢)?
= ?=1-(nlz|+c¢)
= t=4\/1-(n|z|+c)’
= y::tx\/l—(ln|$|+c1)2,c1€R~

Exercice 02: Résoudre les équations différentielles suivantes:

(1423 y +2y=+V1+22,..(1)
c’est une équation linéaire avec second membre:

lere étape: La solution de (1) sans second membre (ESSM)
(14+2*)y +2y=0

C’est une équation a variable séparable:

dy dy —x
1+2%) -2 =0=>—=——->d
= ( +a:)dx+xy = ” ) T
dy —1 2x
Y g
= [9=% [

1
= 1n|y|:f§1n(l+x2)+cl,cl eR

-1
2

= |y| = e—%ln(l—i-z?)—&-m =y= :teclel"(1+r2)

donc la solution SSM est: L

Y1 = /71_’_.%‘27

2¢éme étape: La solution de (1) avec second membre (EASM)

(1423 y +2y=+1+22,..(1)

ke R.



on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

(1) imlique que:

par suite:

alors la solution générale de (1) est:

k+z
Y:y1+y2:\/ﬁ’k€R.

1
zlnzx

1
2)y = 0,1[)...(2),
)y + y =g (sur j0,1)... (2)
c’est une équation linéaire avec second membre:

leére étape: La solution de (2) sans second membre (ESSM)

Y+ y=0
zlnx
C’est une équation a variable séparable:
dy n 1 dy dx
der  zlnz” y  zlhz

d d
= /?y:_/ v =Inlyl = —In|n|z||+c1,c1 €R

zlnx

- 1 k
= |yl =etMlellT e oy — e~y = 2 keR
[In [z Inz

2¢éme étape: La solution de (2) avec second membre (EASM)

S e

rzlnx Inz

/

Yy +

on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

(2) imlique que:

K (z)Inz — Lk (2) 1 k(x)

(1nx)2 + rzlnz Inz
k' (x) 1 k(2 1 k(z)
Inz zlhz nz zlnz Inz

— [
;3‘,_.5‘._\
8 8



=k (x)=1=k(z) ==,

par suite:
x
Y2 = 1 )
nx
alors la solution générale de (1) est:

k
Y:y1+y2:ﬁ,k€R.

Inz

3)y’ = (tanz)y + sinz,x € } —g, g [
c’est une équation linéaire avec second membre:
lére étape: La solution de (3) sans second membre (ESSM)

y' — (tanz)y =0

C’est une équation a variable séparable:

dy dy
= (t =0= —2 = (tanz)d
. (tanx)y = " (tan x)dx
dy sin x —sinx
= — = [ (tanzx)dz = dr = — dx
Yy cos cosx
= Inly|=—Ilncosx +c1,¢1 €R

2)- k
= |yl = emlces®) e oy = et =y =—"7,>~kecR
cos x

cos &
2¢me étape: La solution de (3) avec second membre (EASM)
y' — (tanz)y = sinz, ... (3)
on utilise la méthode de la variation de la constante on pose:

_ k(@)
> cosw

(2) imlique que:
k' (z) cosx + k (z)sinz  sinz k (z)

(COS x)2 COST COST I

1 -1
= k' (z) =sinzcosx = §sin2x =k(z) = 7005233,

par suite:
_ —cos2x
Y27 Ycosz
alors la solution générale de (1) est:
k cos 2x
Y=y +y = - eR.

cosz 4cosx’
Exercice 03: Considérons I’équation différentielle suivante:
2.1 _ 2 2
%y +ay =ay” +bz*... (E),a,b e R.
(1) Déterminer a et b pour que (yp (z) = ) soit une solution particuliere de (E).

1'2?464'3390 = ay8+bx2:>x2+x2:ax2+bx2
= a+b=2.



(2) Résoudre l'équation (E) dans les cas suivants:

i) a=b=0:
(B)= 2% +a2y=0=a2y' +y=0,2#0

c’est une équation a variable séparable:

d d d d d
dx Y T Y x
Inlyl = —Injz|4+c,c0 €R
Cc1 c1 k
ly| = e—:y:ie—:ﬁkeR.
|z lz| @
ii) a=0etb=1:
(B) = a?y +ay = 2*,
c’est une équation linéaire avec second membre:
lere étape: La solution de (3) sans second membre (ESSM)
22y +ry=0=>2y +y=02#0
c’est une équation a variable séparable:
d d d d d
dx Y T Y x
Inlyl = —Injz|4+c,c1 €R
Cc1 C1 k
ly| = e—:y:ie—:akER.
Ed lz| @

2éme étape: La solution de (E) avec second membre (EASM)
22y + oy =2% ... (B)
on utilise la méthode de la solution particuliére:

T
9225

alors la solution générale de (F) est:

k =z
Y=y1+yp=—-+-,keR
T 2

ili) a=1letb=0:
(B) = 2%y +xy = >

C’est une équation de Bernoulli:
2y day =92 =y 2ty ay t=1,...(2)

alors on fait le changement: z = y~! d’ou

En remplacant dans 1’équation (2), on obtient
—2?2 txz=1

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec seconde membre.



La résolution de I’équation sans seconde membre:

2% tx2=0

donne
dz dz dx /dz dx
—r—+z = 0= —=—= [ == [ =
dx z T z T
In|z] = ln|z|+ec1,e0 €R= |z =7 |z

z1 (&) =kx ou keR

Par suite, en utilisant la méthode de la solution particuliére:

1

29 (z) = %

Ainsi la solution générale de ’équation linéaire est donnée par

1 2kx? + 1
=k —=—keR.
z () S 2z 2z
et puisque z = y~! alors la solution générale de (2) est
2z
=———— ou keR
y (z) ha? 1 1 ou ke

iv)a=letb=1:
(E) = 2%y +xy =y + 22

C’est une équation de Riccatti: qui admet comme solution particuliére y; = z.
On pose alors y = y1 + z = & + 2z, z étant une nouvelle fonction inconnue, d’ou

(B) & 22(Z+10)+z(z+z)=(z42)+2°

= 22 + a2+ zz+2? =22+ 202 + 222

= 227 —xz =22,

C’est une équation de Bernoulli:

2% — a2 =1,...(5)

alors on fait le changement: t = z~! d’ou
/

z
th=—=,
22
En remplacant dans 1’équation (5), on obtient
—2* —at=1= 2%t 4ot =—1

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec seconde membre.
La résolution de I’équation sans seconde membre:

22+t =0
donne
dt i 0= dt dzr N dt dr
xXr— = _— = — — p— R
dx t T t T
C1
Injt| = —lnjz|+ec,0eR=H=—

t (av):g ou keR.



Par suite, en utilisant la méthode de la solution particuliére:

—1In|z|

tg (Jf) =

T

Ainsi la solution générale de ’équation linéaire est donnée par

t (z) = S — lnxm = k_inm,k eR.
et puisque ¢ = 2z~ ! alors la solution générale de (2) est
z (z):ﬁn‘x' ou keR.
donc la solution est: 2
y=mntz=x+ m

Exercice 04: Résoudre les équations différentielles suivantes:
Day +y —zy® = 0.

' +y—zy’ =0=ay +y =y’

C’est une équation de Bernoulli:

y Py +y ==, (1)

alors on fait le changement: z = y~2 d’ou:
z/ _ _2y—3y/7

En remplacant dans 1’équation (1), on obtient

/
xz
—7+z:x:>acz'—2z:—2x,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec seconde membre.

La résolution de I’équation sans seconde membre:

xz —22=0

donne
d d 2 d d
x—zfQZ = Oé—'z:fdxﬁ —2:2 d
dx z x z x
In|z| = 2In|z|+ci,c0 ER=|z| =ea?
21 (x) = kx?ou keR.
Par suite, en utilisant la méthode de la solution particuliére:
29 (z) = 2z.
Ainsi la solution générale de ’équation linéaire est donnée par
z (z) =k 2* 4+ 22,k € R.
et puisque z = y~?2 alors la solution générale de (1) est
1
y (1) =+———-—= ou keR. (z#0)

Vk z?2 4+ 22



2)z* (v +y°) =2y —1,...(2)

en vérifiant que yo (z) = < est une solution particuliére.

c’est & dire yo est une solution particuliére de 1’équation (2).
Mais ’équation (2) est de Riccatti, qui admet comme solution particuliere y; = %
On pose alors y =y + 2z = % + z, z étant une nouvelle fonction inconnue, d’ou

(2) & 22 (—1}2+z’+<i+z>2> :x<i+z> —1

= 14222 +1+2%2 4202 =22
= 22 4224 az=0=a2 4222 +2=0

= 2 +z2=—z2?
C’est une équation de Bernoulli:
22 42 =~ (3)
alors on fait le changement: ¢t = z~! d’ou
/ Z/
t=-=
22’

(3)= —at' +t=—u,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec seconde membre.
La résolution de I’équation sans seconde membre:

—zt' +t=0
donne
dt dt dz dt dx
—r— 4t = 0>—=—= [ ===
dz t x t x
Injt| = Infz|+eci,c0 €R=[t] =€ |z

t1 (z) =kz ou keR.
Par suite, en utilisant la méthode de la solution particuliére:
to (z) =zln|z|.
Ainsi la solution générale de ’équation linéaire est donnée par
t (z) =kx+zln|z|,keR.
et puisque t = 2~ ! alors la solution générale de (2) est

1

= — ¥ k R-
kx + zln |x| on ke

z (x)

donc la solution est:

1 1
y=y+z=— (z #0)

+ —.
x  kr+zln|zl
Exercice 05: Résoudre les équations différentielles suivantes:

y" =2y +y=cosz. (1)



1¢e- étape: La solution de I’équation sans seconde membre.

y' =2y +y = 0 (2
I’équation caractéristique est donnée par P —2r41=0=>A=0
= ro=1
d’ou la solution de (2) est définie par :  y; +y2 = c1€” + coze”,c1,c2 €R

2¢me_ gtape: La solution de I’équation avec seconde membre. Par la méthode de la solution
particuliére:

ys = kicosx + kesinz, est une solution de (1)
= y3" —2y3’ + y3 =cosz
=

(—k1cosz — kosinz) — 2 (—ky sinz + ko cosx) + (ky cosx + ko sinx) = cosx

—2ky =1 B 1
= { %y =0 :>{k;1—Oetk2——2,

1
= y3= —5 Cos .
Conclusion: La solution générale est:
x xT 1
Y =91 +y2 +ys3s = cie” + cowe” — §COSJ,'7017CQ cR.

2)y" =4y’ +3y =e”
1¢e- &tape: La solution de I’équation sans seconde membre.
y'—4y'+3y = 0 (2)
I’équation caractéristique est donnée par ol —dr43=0=>A=4>0,
= ri=1letr, =3.
d’ot la solution de (2) est définie par :  y; +y2 = c1e” + c2€%® c1,c0 €R

2¢me_ gtape: La solution de ’équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:

ys = c1(x) e® 4 ¢y () e3® est une solution de (1)

= ' —dys' +3yz=¢"
N ¢ (x) e®+ch(z) e =0

e (z) e +chy(x) 3e3® = e”
N 2ch (z) e3* = e®

ch(z)=e 2= ()= -1

ca(x)=—x
= { o .17) — _1,-22
1 1
= y3:*$6m*§€z: (l‘z)ez
Conclusion: La solution générale est:
T 3x 1 T
Y=y +y2+ys=cre’ +ce™ — $+§ e’ e, €R

3)y" +3y +2y=2%+sinz4e "



1¢7¢- étape: La solution de I’équation sans seconde membre.

v +3y+2y = 0 (2)
I’équation caractéristique est donnée par 2 43r4+2=0=A=1>0,
= rp=—-letry=-2.
d’ou la solution de (2) est définie par :  y; +ys =c1e” 7+ e 1, c0 €R

2¢me_ gtape: La solution de I’équation avec seconde membre. Par la méthode de la solution
particuliére:

1*)y// 4 3y' 4 2y — $2

ys = ax®+br+c, estune solution de (1)
= y3"+3y3’+2y3:x2
= (2a) +3(2az +b) + 2 (az® + bz + ¢) = 2?

2a =1
= 2b+6a =0 é{a:;,b:—zetCZZ
2c+3b+2a=0
= y31=1m2—§x+z.
’ 2 2 4

2°)y" 4+ 3y’ + 2y =sinz

ys = kicosz+kosinz, est une solution de (1)
= y3”" +3y3' + 2y; =sinx
= (—kicosz —kesinz)+ 3(—kysinx + kycosx) + 2 (ki cosz + kesinz) =sinz

= 1
{ k1+3ke =0 =>{k‘1:—36tk2=,

—3k1+ k=1 10 10
3 1 .
= Y32 = _E cosx + 1—0 sin x.

3*)y//+3y/+2y:€—$

ys = (ax+b)e” ", est une solution de (1)
= y'+3ys’ +2y3 ="
= (awe "+ (b—2a)e ") +3(—aze "+ (a—b)e ") +2(aze” " +be ") =€ "

—~ {(b-20+3a-3b+2=1 = {a=1,becR
= y373:($—|—b)6_x.

Conclusion: La solution générale est:
& 1
Y =y1 +ys+ys =cre” "+ coe” 2* + 5302 — %.’E + % — %cosx + %sinx +ze % c1,c9 € R,
4)y" + m?y = sin .
1¢7¢- étape: La solution de 1’équation sans seconde membre.

y'+mly = 0 (2)
I’équation caractéristique est donnée par o4+ nt=0=A<0,
= ry=1metrg=—im.

d’ou la solution de (2) est définie par :  y; + y2 = ¢1cosmx + cosinmx, ¢, c0 € R



2¢me_ étape: La solution de ’équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:
ys = c¢1 (x) cosmx + o () sin wzest une solution de (1)

mais:
2 2 :
Y3 + T ys = sinnx

ey (x) cosma+ ¢y (z)sinmz = 0... («)
—d) (z) wsinmz + ¢ () weosma = sinwx... (5)
(a) x (cosmz) — (B) x (sinmz) = ¢} (z) = Lsin® mw = & (1 — cos2mw) = ¢ (z) = £ — 25 sin 272
(a) =
1 sin? 72 cos Tz 1 1
/ .
C(r)=————————7—=——5sin2mx = ¢ (r) = —= cos2nx.
2 () 7r sin rx 2T 2 (@) 472
Conclusion: La solution générale est:
Y =cicosmz + cosinma + [ — Lz sin2nx] coswx + [ 45 cos 2mz] sinma, c1, c2 € R.
1
S)y” +7T2y = — .
sin 7z
17~ étape: La solution de ’équation sans seconde membre.
y'+7y = 0 (2)
'équation caractéristique est donnée par : 1?4+ 72 =0= A <0,
= 11 =17 et ro =—im.
d’ou la solution de (2) est définie par :  y; +ys = ¢y cosTx + casinmz, ¢1,c0 € R

2¢me. gtape: La solution de ’équation avec seconde membre. Par la méthode de la variation
de la constante:
y3 = ¢1 (x) cos Tz + ¢o () sin Tzest une solution de (1)

mais:
Y+ mys =
sin 7z
=
¢y (x) cosma + ¢y (z)sinmz = 0... («)

—c} (z) msinwz + cy (v) meosTr = —...(B)

(a) x (cosmz) — (B) x (sinmz) = ¢} (x) =L = ¢1 (z) = Z.
(a) =
1 cosmx 1
5 (x) =—— = = —— In|si .
¢ () i (x) —n |sin 7|

Conclusion: La solution générale est:

. T 1 . .
Y =cjcosmx +cosinmx + — cosmx — - In |s1n7m‘| sinmwx, ¢y, co € R.
s ™



