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Exercice 01: En utilisant la formule de Taylor, développer les fonctions suivantes à l�ordre 3:

Sachant que f est de classe C3 ([x0; x]) et admet une dérivée d�ordre 4 sur ]x0; x[, alors:

f (x) = f (x0)+
f 0 (x0)

1!
(x� x0)+

f 00 (x0)

2!
(x� x0)2+

f (3) (x0)

3!
(x� x0)3+

f (4) (c)

4!
(x� x0)4 ; c 2 ]x0; x[ :

C�est la formule de taylor à l�ordre 3 au voisinage de x0:

1)f1 (x) =
1

1� x au voisinage de x0 = �1:

f 01 (x) =
1

(1� x)2
; f 001 (x) =

2

(1� x)3
; f
(3)
1 (x) =

2:3

(1� x)4
et f (4)1 (x) =

2:3:4

(1� x)5
:

Donc:

f1 (x) =
1

2
+
1

4
(x+ 1) +

1

8
(x+ 1)

2
+
1

16
(x+ 1)

3
+

1

(1� c)5
(x+ 1)

4
; c 2 ]�1; x[ :

2)f2 (x) = e
p
x au voisinage de x0 = 1:

f 02 (x) =
1

2
p
x
e
p
x =

x�
1
2

2
e
p
x; f 002 (x) =

�
�1
4
x�

3
2 +

1

4
x�1

�
e
p
x;

f
(3)
2 (x) =

�
3

8
x�

5
2 +

1

8
x�

3
2 � 3

8
x�2

�
e
p
x et f (4)2 (x) =

�
�15
16
x�

7
2 +

1

16
x�2 +

15

16
x�3 � 3

8
x�

5
2

�
e
p
x:

Donc:

f2 (x) = e+
1

2
(x� 1) + e (x� 1)3 +

�
�15
16
c�

7
2 +

1

16
c�2 +

15

16
c�3 � 3

8
c�

5
2

�
e
p
c (x� 1)4 ; c 2 ]1; x[ :

3)f3 (x) = ln (sinx) au voisinage de x0 =
�

3
:

f 03 (x) =
cosx

sinx
= tanx; f 003 (x) =

1

cos2 x
;

f
(3)
3 (x) =

2 sinx

cos3 x
et f (4)4 (x) =

2 + sin2 x

cos4 x
:

Donc:

f2 (x) = e+
1p
3

�
x� �

3

�
+ 2

�
x� �

3

�2
+

4p
3

�
x� �

3

�3
+
2 + sin2 c

cos4 c

�
x� �

3

�4
; c 2

i�
3
; x
h
:
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Exercice 02: Calculer le DL3 (0) des fonctions suivantes:

f (x) = f (0) +
f 0 (0)

1!
x+

f 00 (0)

2!
x2 +

f (3) (0)

3!
x3 + o

�
x3
�
; o
�
x3
�
! 0 si x! 0:

Remarque: Ici on utilise les DL connus.

1)f1 (x) = e
x ln (1 + x)

f1 (x) =

�
1 + x+

x2

2
+
x3

3!

��
x� x

2

2
+
x3

3

�
+ o

�
x3
�

=

�
x� x

2

2
+
x3

3
+ x2 � x

3

2
+
x3

2

�
+ o

�
x3
�
prendre que les puissances � 3 dans la distribution,

=

�
x+

x2

2
+
x3

3

�
+ o

�
x3
�
:

2)f2 (x) =
x+ 1

x2 + x+ 2
=

1 + x

2 + x+ x2

1 + x 2 + x+ x2

�1� 1
2x�

1
2x

2 1
2 +

1
4x�

3
8x

2 + 1
16x

3

1
2x�

1
2x

2

� 1
2x�

1
4x

2 � 1
4x

3

� 3
4x

2 � 1
4x

3

3
4x

2 + 3
8x

3 + 3
8x

4

1
8x

3

D�où:
f2 (x) =

1

2
+
1

4
x� 3

8
x2 +

1

16
x3 + o

�
x3
�
:

3)f3 (x) = ln
�
1 +

p
1 + x

�
;

p
1 + x = (1 + x)

1
2 = 1 +

x

2
� 1
8
x2 +

1

16
x3 + o

�
x3
�

f3 (x) = ln

�
1 + 1 +

x

2
� 1
8
x2 +

1

16
x3
�
+ o

�
x3
�

= ln

�
2 +

x

2
� 1
8
x2 +

1

16
x3
�
+ o

�
x3
�

= ln

�
2

�
1 +

x

4
� 1

16
x2 +

1

32
x3
��
+ o

�
x3
�

= ln 2 + ln

�
1 +

x

4
� 1

16
x2 +

1

32
x3
�
+ o

�
x3
�

mais

ln (1 +X) = X � X
2

2
+
X3

3
+ o

�
X3
�

Dans notre cas il su¢ t de poser: X = x
4 �

1
16x

2+ 1
32x

3 et prendre que les puissances � 3, ce qui donne:

f3 (x) = ln 2 +

�
x

4
� 1

16
x2 +

1

32
x3
�
�
�
x
4 �

1
16x

2 + 1
32x

3
�2

2
+

�
x
4 �

1
16x

2 + 1
32x

3
�3

3
+ o

�
x3
�

= ln 2 +

�
x

4
� 1

16
x2 +

1

32
x3
�
� 1
2

�
x2

16
� x

3

32

�
+
1

3
:
x3

64
+ o

�
x3
�

= ln 2 +
x

4
� 3

32
x2 +

10

192
x3 + o

�
x3
�
:
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4)f4 (x) = e
sin x

f4 (x) = e
x� x3

3! +o(x
3)

mais:

eX = 1 +X +
X2

2
+
X3

6
+ o

�
X3
�

Dans notre cas il su¢ t de poser: X = x� x3

6 et prendre que les puissances � 3, ce qui donne:

f4 (x) = 1 +

�
x� x

3

6

�
+

�
x� x3

6

�2
2

+

�
x� x3

6

�3
6

+ o
�
x3
�

= 1 + x� x
3

6
+
x2

2
+
x3

6
+ o

�
x3
�

= 1 + x+
x2

2
+ o

�
x3
�
:

5)f5 (x) =
1

1 +
p
1 + x+

p
1� x

=
1

1 + 1 + x
2 �

1
8x

2 + 1
16x

3 + 1� x
2 �

1
8x

2 � 1
16x

3
+ o

�
x3
�

=
1

3� 1
4x

2
+ o

�
x3
�

1 3� 1
4x

2

�1 + 1
12x

2 1
3 +

1
36x

2

� 1
12x

2 + 1
144x

4

dépasse l�ordre

donc:
f5 (x) =

1

3
+
1

36
x2 + o

�
x3
�
:

Remarque: On remarque qu�on a trouvé que les puissances paires ce qui a¢ rme les calculs car la
fonction f5 est paire.

6)f6 (x) = (1 + x)
1

1+x

= e
1

1+x ln(1+x) = e
1

1+x

�
x� x2

2 +
x3

3

�
+o(x3)

= ex�
3
2x

2+ 11
6 x

3

car:
x� x2

2 +
x3

3 1 + x
�x� x2 x� 3

2x
2 + 11

6 x
3

� 3
2x

2 + x3

3
3
2x

2 + 3
2x

3

11
6 x

3

mais:

eX = 1 +X +
X2

2
+
X3

6
+ o

�
X3
�

Dans notre cas il su¢ t de poser: X = x� 3
2x

2 + 11
6 x

3 et prendre que les puissances � 3, ce qui donne:

f6 (x) = 1 +

�
x� 3

2
x2 +

11

6
x3
�
+

�
x� 3

2x
2 + 11

6 x
3
�2

2
+

�
x� 3

2x
2 + 11

6 x
3
�3

6
+ o

�
x3
�

= 1 +

�
x� 3

2
x2 +

11

6
x3
�
+
1

2

�
x2 � 3x3

�
+
1

6
x3 + o

�
x3
�

= 1 + x� x2 + x
3

2
+ o

�
x3
�
:
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Exercice 03: Calculer le DLn (x0) des fonctions suivantes:

f1 (x) = sinx;DL4

��
4

�
:

On pose: X = x� �
4 ; x = X + �

4 ; si x!
�
4 alors X ! 0:

f1 (X) = sin
�
X +

�

4

�
= cosX sin

�

4
+ sinX cos

�

4

=

p
2

2
(cosX + sinX)

=

p
2

2

�
1� X

2

2
+
X4

4!
+X � X

3

3!

�
+ o

�
X4
�

f1 (x) =

p
2

2

�
1 +

�
x� �

4

�
� 1
2

�
x� �

4

�2
� 1
6

�
x� �

4

�3
+
1

24

�
x� �

4

�4�
+ o

��
x� �

4

�4�
:

f2 (x) =
lnx

x2
; DL4 (1) :

On pose: X = x� 1; x = X + 1; si x! 1 alors X ! 0:

f2 (X) =
ln (X + 1)

(X + 1)
2 =

X � X2

2 + X3

3 � X4

4 + o
�
X4
�

1 + 2X +X2

X � X2

2 + X3

3 � X4

4 1 + 2X +X2

�X � 2X2 �X3 X � 5
2X

2 + 13
3 X

3 � 77
12X

4

� 5
2X

2 � 2
3X

3 � X4

4
5
2X

2 + 5X3 + 5
2X

4

13
3 X

3 + 9
4X

4

� 13
3 X

3 � 26
3 X

4

� 77
12X

4

Ce qui implique que:

f2 (X) = X � 5
2
X2 +

13

3
X3 � 77

12
X4 ++o

�
X4
�
;

d�où:
f2 (x) = (x� 1)�

5

2
(x� 1)2 + 13

3
(x� 1)3 � 77

12
(x� 1)4 ++o

�
(x� 1)4

�
:

f3 (x) = cos lnx;DL3 (1) :

On pose: X = x� 1; x = X + 1; si x! 1 alors X ! 0:

f3 (X) = cos ln (X + 1)

= cos

�
X � X

2

2
+
X3

3
+ o

�
X3
��

mais:

cos y = y � y
2

2
+ o

�
y3
�

Il su¢ t de poser: y = X � X2

2 + X3

3 et prendre que les puissances � 3:

cos

�
X � X

2

2
+
X3

3
+ o

�
X3
��

=

�
X � X

2

2
+
X3

3

�
�

�
X � X2

2 + X3

3

�2
2

+ o
�
X3
�

=

�
X � X

2

2
+
X3

3

�
� 1
2

�
X2 �X3

�
+ o

�
X3
�

= X �X2 +
5X3

6
+ o

�
X3
�

f3 (x) = (x� 1)� (x� 1)2 + 5 (x� 1)
3

6
+ o

�
(x� 1)3

�
:
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Exercice 04: A l�aide des DL, calculer les limites suivantes:

1) lim
x!0

x� arctanx
x arctanx

= lim
x!0

x�
�
x� x3

3

�
x
�
x� x3

3

� = lim
x!0

x3

3

x2
�
1� x

3

� = lim
x!0

x2
�
x
3

�
x2
�
1� x

3

� = 0:

2) lim
x!0

�
1

x2
� 1

sin2 x

�
= lim

x!0

sin2 x� x2

x2 sin2 x
= lim

x!0

�
x� x3

6

�2
� x2

x2
�
x� x3

6

�2
= lim

x!0

�
x2 + x6

36 �
x4

3

�
� x2

x2
�
x2 + x6

36 �
x4

3

� lim
x!0

x4
�
x2

36 �
1
3

�
x4
�
1 + x4

36 �
x2

3

� = �1
3
:

3) lim
x!0

(sinx)
tan2 x

= lim
x!0

etan
2 x ln sin x = lim

x!0
e
x2 ln

�
x� x3

6

�

lim
x!0

e
x2
h
ln x

�
1� x2

6

�i
= lim

x!0
e
x2
h
ln x+ln

�
1� x2

6

�i

= lim
x!0

ex
2 ln x� x4

6 = e0 = 1:

car: lim
x!0

x lnx = 0:

4) lim
x!0

cosx�
p
1� x2

x4
= lim

x!0

1� x2

2 +
x4

24 �
�
1� x2

2

�
+ o

�
x4
�

x4

= lim
x!0

x4

24

x4
=
1

24
:

5) lim
x!+1

�
x� 1
x+ 1

�x
= lim

x!+1
ex ln(

x�1
x+1 )

= lim
y!0

e
1
y ln

� 1
y
�1

1
y
+1

�
on pose y =

1

x

= lim
y!0

e
1
y ln(

1�y
1+y ) = lim

y!0
e
ln(1�y)�ln(1+y)

y

= lim
y!0

e

�
�y� y2

2

�
�
�
y� y2

2

�
y = e�2:

6) lim
x!+1

x3 ln

�
cos

1

x

�
+
x2

2
sin

1

x
= lim

y!0

1

y3
ln (cos y) +

1

2y2
sin y, on pose y =

1

x

= lim
y!0

1

y3
ln

�
1� y

2

2
+
y4

24

�
+

1

2y2

�
y � y

3

6

�
= lim

y!0

1

y3

�
�y

2

2
+
y4

24
� y

4

4

�
+

1

2y2

�
y � y

3

6

�
= lim

y!0
� 7

24
y = 0:

7) lim
x!1

aln x � x
lnx

= lim
x!1

eln x ln a � x
lnx

= lim
y!0

eln a ln(y+1) � (y + 1)
ln (y + 1)

on pose : y = x� 1

= lim
y!0

ey ln a � (y + 1)
y

= lim
y!0

(1 + y ln a)� (y + 1)
y

= lim
y!0

(ln a� 1) y
y

= (ln a� 1) :

5



8) lim
x!1

x
1

1�x = lim
x!1

e
1

1�x ln x = lim
y!0

e
�1
y ln(y+1); on pose : y = x� 1

= lim
y!0

e
�1
y (y+o(y)) = e�1:

9) lim
x!+1

lnx ln

�
ln (x+ 1)

lnx

�
= lim

x!+1
lnx ln

 
lnx

�
1 + 1

x

�
lnx

!

= lim
x!+1

lnx ln

 
lnx+ ln

�
1 + 1

x

�
lnx

!

= lim
x!+1

lnx ln

 
1 +

ln
�
1 + 1

x

�
lnx

!

= lim
x!+1

lnx
ln
�
1 + 1

x

�
lnx

= lim
x!+1

ln

�
1 +

1

x

�
= 0:

Le passage entre la 3ème ligne et la 4ème, on a utilisé

y =
ln
�
1 + 1

x

�
lnx

! 0 si x! +1 et ln (1 + y) � y; V (0) :

Exercice 05: Soit la fonction: f (x) = 3
p
(x2 � 2) (x+ 3): Déterminer, s�il existes, les asymptôtes à la courbe

représentative de f . Etudier la position de la courbe par rapport à ses asymptôtes.

Remarque: Il su¢ t de calculer le DL2 (+1) de la fonction: f(x)x :

On Clacul le DL2 (+1) de la fonction: f(x)x

f (x)

x
=

3
p
(x2 � 2) (x+ 3)

x
=

3

q
x2
�
1� 2

x2

�
x
�
1 + 3

x

�
x

=

3

q
x3
�
1� 2

x2

� �
1 + 3

x

�
x

= 3

s�
1� 2

x2

��
1 +

3

x

�
On pose: y = 1

x ; si x! +1, alors: y ! 0:

3
p
(1� 2y2) (1 + 3y) = 3

p
(1� 2y2) 3

p
(1 + 3y)

=
�
1� 2y2

� 1
3 (1 + 3y)

1
3

=

�
1 +

1

3

�
�2y2

�
+ o

�
y2
�� 

1 +
1

3
(3y) +

1
3 :
�
� 2
3

�
2!

(3y)
2
+ o

�
y2
�!

= 1 + y � y2 � 2
3
y2 + o

�
y2
�

= 1 +
1

3
y � 5

3
y2 + o

�
y2
�
:

Donc:
f (x)

x
= 1 +

�
1

x

�
� 5
3

�
1

x

�2
+ o

 �
1

x

�2!
ce qui donne que:

f (x) = x+ 1� 5
3

�
1

x

�
+ o

��
1

x

��
Alors, la courbe admet une asymptôte oblique d�équation: (4) : y = 1 + x:
Pour la position: �

(Cf ) est au-dessous de (4) Si x > 0;
(Cf ) est au-dessus de (4) Si x < 0:
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