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Avant-propos

Cet ouvrage est le fruit d’une longue expérience d’enseignement des troncs communs (SETI
— MI — ST- SM- écoles supérieures).

J’ai vu que les étudiants ont des lacunes pour apprendre les mathématiques surtout dans
I’aspect raisonnement c’est-a-dire comprendre les choses mais comment je commence & écrire
la réponse? D’ou le grand probléme pour I'étudiant est la rédaction des idées.

Pour cela j'ai essayé de guider I’étudiant par un style assez simple a comprendre dont
I’objet est de donner une explication compléte et formelle. Chaque chapitre est articulé autour
d’un mini cours qui simplifie I'information suivi par des exemples d’applications et une variété
d’exercices qui servent a illustrer la théorie.

Je tiens & remercier tous mes collégues d’université de Tlemcen qui mon pousser & finaliser

ce travail.



Chapitre 1

Formules de Taylor -

Développements limités

On peut généraliser le théoréme des accroissements finis par une formule dite de Taylor, qui est

un outil surtout dans le calcul des limites des fonctions ou on a des formes indéterminées.

1.1 Formules de Taylor

1.1.1 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle |a,b] ,dérivable sur ]a,b]. Alors

il existe une constante ¢ € la, b| telle que:

1.1.2 Fonction de classe C"

Proposition 1 Une fonction de classe C™, est une fonction continue et admet des dérivées
continues jusqu’a l'ordre n. Et on dit également que f est n fois contindements dérivables, de
plus les fonctions qui sont infiniments dérivables et les dérivées consécutifs sont continues sont

dites des fonctions de classes C*° (R), par exemples: e*,cosx,sinz, ...






1.1.3 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.2 Soit f une fonction de classe C™ sur |a,b], admet une dérivée d’ordre (n+ 1)

sur |a, b[, alors il existe une constante ¢ de |a,b| telle que:

b—a) , b—a)" ., b—a)"t
0 = 1@+ OG0 @t C 0 @ Co e o).
_ = gy OOy

Cette formule est connue par la formule de Taylor-Lagrange & lordre n. Dont la partie:

S0 ) ),

est appelé le reste de LAGRANCE.

Remarque 1.1 Si on pose: n =0 dans la formule de TAYLOR-LAGRANGE, on trouve l’égalité

du théoréme des accroissements finis.

1.1.4 Formule de Maclaurin-Lagrange

Théoréme 1.3 C’est la formule de TAYLOR-LAGRANGE avec b = x,a = 0 et ¢ = 0z ou

0 <0 <1, cest a dire, sous les mémes hypothéses du théoréme de TAYLOR-LAGRANGE on a:

n+1

Ve el =|0,x] Z f(p i FO (0z) avec 0 < 0 < 1.

(n+ 1)!

1.1.5 Formule de Taylor-Young

Théoréme 1.4 Soit f définie sur un intervalle I, admettant en un point a € I des dérivées

continues jusqu’a l'ordre n. Alors il existe un voisinage V' de a et une fonction € : V — R tels



que:

Ve €V, f(:z:):f(a)+(xia)f’(a)+...+(:B;!a)nf(”)(a)Jr(xa)"s(m) avee lim & () = 0.
= Z(x;!a)pf(p) (@) + (x —a)"e(x) avec iig(lls(m):().

p=0

C’est la formule de Taylor avec un reste de YOUNG ((z —a)" e (x)).

Remarque 1.2 La formule de TAYLOR-YOUNG permet d’écrire des fonction au voisinage des

points sous forme polynémiale, cette écriture introduit la notion du développement limité.

1.2 Développements limités au voisinage d’un point a ou ’infini

Définition 2 Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a, sauf peut-étre en a. On dit
que f admet un développement limité au voisinage de a o l'ordre n noté (DL, (a)) s’ils existes

des nombres réels ay,0 < k < n, et une fonction ¢ tels que pour tout élément x € I C R on a:

f@)=ap+a1(z—a)+..+ap(x—a)"+(x—a)"e(x—a) ,avec lim e (z — x0) = 0.

Tr—XT0

ou:

agt+ar(z—a)+ .. +a,(x—a)",

est la partie réguliére du (DL, (a)), et elle est unique et:

(x —a)"e(x —a) estle reste du (DL, (a)), on peut l'écrire o ((x — a)"),

avee Tim 2U& = 20)")

=0.
a—zo  (x —x0)"

1) Sia=0 on a:

f@)=as+arz+ ...+ apz" + z"e(z), avec lim e (x) = 0.

z—0



2) Si a = +o0 on pose dans la formule du DL au voisinage de 0, X = %, et on aura:

xm x™ x—Foo x

1 1 1 1 1
f@)=ar+a1—+...+ap— + —¢ <) ,avec lim ¢ <> =0.
x T
3) Sia #0, il suffit de faire le changement de variable X = x — a, si © — a alors X — 0.

Remarque 1.3 On peut déterminer la formule du DL & laide de la formule de TAYLOR-

YOUNG, alors sous les hypothéses de la formule de TAYLOR-YOUNG on a:

f@) = av+ar(x—z0)+ ...+ an(z—20)" + (x — x0)" € (x — 20) ,avec lim e (z — z9) = 0.

T—T0
f(k) (z0)

I ol <k<mn.

avec @ opg=f(0) et oy =

Exemple 1.1 Trouver le (DL3 (0)) de la fonction f(x) =sinx, en effet:

f'(z) =cosz, f’ (z) = —sinz et fO) (z) = — cosz.
D’ot:
/ " (3)
sinz = f(0)+ ! 1(!0)90 + f 2(!())3:2 + 70 3!(0)333 +o(z%),
3 3
= x-— Ell +o (m ) .

Exemple 1.2 Trouver le (DL4 (2)) de la fonction f (z) = €*, en effet:

FfM@y=et1<n<4

D’ou:
e’ = f(2)+f,(2)(x—2)+Jm(2)(a:—2)2+f(3)(2)(x—2)3+f(®(2)($—2)4+0<(3:—2)4)
1l 2l 31 4l ,
62 62 62
- 62—1—62(56—2)+§(3§—2)2—|—§(m—2)3+Z(m—2)4+0<(m—2)4).

10



1

Exemple 1.3 Trouver le (DL4 (+00)) de la fonction f (x) = cos ;, en effet, on pose:

f1(X)

D’ou:

cos X

ce qui donne:

—sin X, f"(X) = —cos X, f® (X

1
X=—, siz—4o00o=X —0 avec f(X) = cos X.
x

) =sinX et f(X) = cos X.

/ " 3) (4)
f(0)+ f1(!0)X +1 2(!O)X2 +1 3!(0)X3 +1 4!(0)X4 +o(2%),
x?  xt
1—7—’-?"‘0()(4)
1 1/1 1/1 1
cosle—m(a;z>+4!($4>+0(x4>

1.2.1 Principaux développements limités

Les fonctions suivantes admettent un DL au voisinage de 0.

0 (:L‘2p)
ili% x2ptl

4) 1+z)™

Vo

et sim

5) In(1+x)

2 "

-l-y-i- ++ —I—o( ") avec

0,Vx € R. (I'ordre n)

1+

23 5 2p+1
T =gyt + (=1)? 2 1) + o (z*11) avec
0,Vx € R. (l'ordre 2p+1)
1-— w—z + Cj + ..+ (1) (3231271;' + 0 (z*) avec
0,Vz € R. (l'ordre 2p)
1+mx+m(ﬂ;_1)x2+...+ m(m = 1) p'(m_p+1)a:p+o(xp)

]—1,+oo[,m€R—N

N alors: (1+z)™ Z CF ¥ (Formule du binéme dont le reste est nul).

k=0
2 3 n
x T T
e e N G § i
-+t +(=1) —to

(")

11



1.2.2 Propriétés des développements limités

Parité

proposition 1.1 Si f est une fonction paire (resp impaire) alors dans la partie régquliére du
DL on trouve que les puissances paires (resp impaires).

Continuité

proposition 1.2 Si f admet un DL d’ordre n de partie réguliére ag + a1z + ... + apx™ alors

lin%f (x) = ap d’ou f est continue en 0 ou est prolongeable par continuité en 0.
Tr—

Dérivabilité

proposition 1.3 Si f admet un DL d’ordre n de partie réguliére ag + a1z + ... + apz™ (n > 1)
alors f est dérivable en 0 et f'(0) = a.

1.2.3 Opérations sur les développements limités

Soient f une fonction qui admet un (DL, (a)) de partie réguliere P, et g une autre fonction
qui admet un (DL, (a)) de partie réguliére @, avec ¢ = min (n,m) alors on a les propriétés

sur les opérations suivantes:

La somme

proposition 1.4 f + g admet un D.L & lordre ¢ de partie réguliére P, + Q..

Exemple 1.4 Si:
f(z)= 1—2:E+3x2+5:133+0(m3) et g (x) :2+4$—5$2+0($2)a
alors:

(f+g)(z) = Q1+2)+(2+4)z+B-5)z2+o0 (xz) , (Dordre le plus petit)

= 3—}—23:—2362—1—0(362).

12



Le produit par un scalaire

proposition 1.5 Ax f admet un D.L a l’ordre n de partie réguliere A x P,.

Exemple 1.5
f(z)=1-2z+32%+52° + 0 (2%),

alors:

Af (z) = 4 — 8z + 122% + 202> + 0 (2%) .

Le produit

proposition 1.6 fxg admet un DL a l’ordre c de partie réguliére R., obtenue en ne conservant

dans P, X Q., que les mondémes de degré p avec p < c.

Exemple 1.6
f(@)=1-22+32> +52° + 0 (2%) et g(z) =2+4x — 52 + 0 (2?),
alors:

(fxg)(x) = (1-2x+32%) x (2+42—52°%) +o (ac2) , (Dordre le plus petit)
= (2+4$753§274x78x2+6x2)+o($2)
(prendre dans la distribution que les puissances inférieure ou égale a 2)

= 2—7332—1-0(902).

Le quotient

proposition 1.7 g admet un DL a l'ordre ¢ de partie réguliére R. qui est la division suivant

les puissances croissantes o 'ordre ¢ de f par g.

Exemple 1.7

f(z)=1-22+32+52° + 0 (2%) et g(z) =2+ 4z —52® + 0 (2?),

13



1 — 2z + 322 + 523 | 2+ 42 — 5a?
—1—2x+%x2 %—Qx—i—%xQ
—4z + %xQ

+4z + 822

ce qui implique que

Le composée

proposition 1.8 fog admet un DL & l'ordre ¢ de partie régulicre R., obtenue en ne conservant
dans Py, 0 Q,, que les mondmes de degré p avec p < ¢, en remplacant dans le DL de la fonction

f les x par le DL de g.

Exemple 1.8

f(@)=1-22+32>+52° + 0 (2%) et g(z) =2+42 — 52 + 0 (2?),

alors:
fog(@)=f(g(x)=1-2(2+4z —52%) +3 (2 + 4z — 52%)° + 0 (2?)
=1—4—8z+102° + 3 (4 + 162° + 16z — 102*) + o (2?)
(prendre que les monomes de degré < 2)
:9+8x+16x2—|—0($2).
L’intégration

proposition 1.9 Soit f dérivable sur un voisinage de 0.
Si la fonction dérivée f' admet un (DL, (0)), alors f admet un (DLy4+1 (0)) dont la partie

régquliere de f est lintégrale de la partie réquliére de f'.

14



Exemple 1.9 Sachant que le (DL4 (0)) de la fonction f (x) = + est:

1+

1 2 3 4 4
1+$:17m+x e +0(9:)
1 1+z

—1—-z 1—az+22—23 24
+z + 22

—x? — 23

+a3 + 2*

334

Puisque In (z +1) = [ 1J%Ialzz:, alors:xce

In(zx+1) = /(1—x+x2—x3+x4)da§+o(w5),
2 .3 .4 5
= x—%—l—%—%-ﬁ—%—i—o(afr’).

De plus le (DL2 (0)) de la fonction f(x) = ﬁ est:

1

T =1-2°+ 4o (2?)

Puisque arctanz = [ H%dac, alors:

arctanx = / (1 — :c2) dr +o (x?’) ,

3
T
= x—g—{—o(a:?’).

Dérivation

proposition 1.10 Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0. Si f admet un (DL, (0))
alors f' admet un (DL,_1(0)), dont la partie réguliére de f’ est exactement la dérivée de la

partie réquliére de f.

15



Exemple 1.10 Le (DL5(0)) de la fonction sinz est:

3 5
ing —z— = 4T 5
smx = 3!+5!+0(:1:),

alors

3 5\/
cosr = (sinx)'z(w—x—i-m) +0(m4),

1.3 Les développements limités généralisés

1.3.1 Le développement limité généralisé au voisinage de 0

proposition 1.11 Soit une fonction f définie sur I sauf au point 0 et n’est pas prolongeable
sur I'U{0}, c’est a dire f n’admet pas un DL au voisinage de 0.

On dit que la fonction f admet un développement limité généralisé au voisinage de 0 a
Vordre (n — p) avec p > 0, si la fonction zP f (x) admet un DL, (0) autrement dit:

_Qp | Op—
xP P~

(6
T+t ?1 + By + Brx + o+ By P40 (z77P).

et on note que f admet un DLG,,_,(0)

Remarque 1.4 On utilise le DLG surtout dans la division suivant la puissance croissante

dans le cas ou la partie réguliére du dividende contient la constante et le diviseur non.

16



Exemple 1.11

l+z+a22—2% | x—23

—1+2? 4142z +203+ .

x4 222 — 23

—z+ 23

212

—222 4 224

2z

1.3.2 Le développement limité généralisé au voisinage de a

proposition 1.12 (C’est le méme principe sauf il faut faire le changement de variable X =
T — a, donc si x — a on trouve que X — 0.

On dit que la fonction f admet un développement limité généralisé au voisinage de a a
Uordre (n — p) avec p > 0, si la fonction XP f (X) admet un DLy, (0) c’est a dire (x — a)? f ()
admet un DLy, (a)

Exemple 1.12 Trouver le DLG,,_3(2) de f (z) = x(mimg.
On pose: X =x — 2, alors f (X) = m
On a

ce qui implique que:

1 1 1 1 (=)™

(X+2) X3 2x3  22x2 ' 3%

D’ou:

17



1.3.3 Le développement limité généralisé au voisinage de l’'infini

proposition 1.13 1) Soit f une fonction définie au voisinage de +oo qui n’admet pas un
D, (+0), C’est le méme principe sauf il faut faire le changement de variable X = é, donc
st x — 400 on trouve que X — 0.0n dit que la fonction f admet un développement limité
généralisé au voisinage de +00 a l'ordre (n — p) avec p > 0, si la fonction XPf (X) admet un
DL, (0) c’est a dire (1)” f (x) admet un DL, (+oc)

2) Soit f une fonction définie au voisinage de —oo qui n’admet pas un DI, (—o0), C’est le
méme principe sauf il faut faire le changement de variable X = %, donc si x — —o0 on trouve
que X — 0.0n dit que la fonction f admet un développement limité généralisé au voisinage
de —oo a lordre (n —p) avec p > 0, si la fonction XPf(X) admet un DL, (0) c’est a dire
(l)pf (z) admet un DL, (—o0)

T

Exemple 1.13 Le le DLGy_2 (+0) de f(x) = 1%6

On pose: X = %, donc st x — +00 on trouve que X — 0.

X B 1
X3(1+X) X2(1+X)

f(X) =

1 X? (-)"
= = (l1-X+—0+.. +—X" X"
X2< t et >+0( )

9 1 (—1)” 1\" 1
= -+ =-+..+ — +ol|l — ).
2 n T ™

1.4 Applications des développements limités

1.4.1 Fonction équivalente et calcul des limites

proposition 1.14 1) Sila fonction f admet un DL, (0) avec k = min {0 < ¢ < n/a; # 0} alors

la fonction f est équivalente & apx®

au voisinage de 0 et on écrit:

[~ apat.

2) Si la fonction f admet un DLG),—, (0) avec k = min {0 < i < n/a; # 0} alors la fonction

18



f est équivalente & apx* P au voisinage de 0 et on écrit:

_ a
f~apat P = i car p > k.
P~k

Exemple 1.14 on peut ajouter quelques termes a akxk par exemple:

n x3+w5 a:7+x9 x11+
smer=2——+———+ — — —
3! 5! 7! 9! 11!
alors:
_ 3 t x3+x5
sinz ~x, sinx~x—— et sinx ~x — —
’ 3! 3! 517
2 3
T T
2 =1 —
e +x+ o + — 30 + ..
alors:

e ~1+4z,auV(0).

1.4.2 Calcul d’une valeur approchée

proposition 1.15 Si une fonction f admet un DL, (0), alors on peut donner des valeurs
approchée & une valeur f(a) suivant la partie réquliére du DI, et autant que ordre et assez

élevé autant que la valeur est bien précise.

Exemple 1.15
22 23

—1+x+—+§+...

alors pour x =1 on a:

1 1 4 2
ezl+1—|—§+6:2+6:2+§:2,67 (Uordre utilisé est 3)

1.4.3 L’équation de la tangente et position par rapport au graphe

proposition 1.16 Si une fonction f admet un DL, (a) avec n > 2, alors le graphe de la

fonction f admet au point a une tangente d’équation:

y=ao+a(z—a),

19



et le signe de oy (x — a)k ol k est le premier indice aprés 1 tel que oy, # 0 donne la position du

graphe par rapport & la tangente.

Exemple 1.16
)f(z) =1+2z—2*+0(2?%).

L’équation de la tangente est:

y =142z,

et elle est au-dessus du graphe car:
f(x)—1+22=—2%<0.

2)g(m):—1+3$+x3+0($3).

L’équation de la tangente est:

Yy = -1 + 3377
et on a les deux cas sutvants:

() — (—1 + 32) 3 ] >0 a droite de 0, alors la tangente est au-dessous du graphe,
glx)—(—1+3x)=2
< 0 a gauche de 0, alors la tangente est au-dessus du graphe.

1.4.4 L’équation d’une asymptodte et position par rapport au graphe

proposition 1.17 Si une fonction admet un DL, _1 (£00) c’est a dire:

1 1 1 1
f(:v):ao—l—alx—I—az;—i-ag?—i—...+an,1xn_1+o 1)

ler cas: siag =0:

Le graphe admet une asymptote horisontale d’équation:

2éme cas: siay #0:
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Le graphe admet une asymptote oblique d’équation:
Yy =ap+ a1x.

Dans les deux cas la position par rapport au graphe est donnée par oy, (i)k ot k est le premier

indice aprés 1 tel que ay # 0.

Exemple 1.17

f (z) = 1Jlr$ = é — (i>2+ (i)3+...+ (=)t (i)n—i-O (a:ln) .

Le graphe admet une asymptote horisontale d’équation:

y =0,

1 - b A
= >0 six>0 alors (Cy) est au dessus de l'asymptote,

1 ~ .
2 <0 six <0 alors (Cy) est au dessous de l'asymptote.

Remarque 1.5 Le cours suivant est surtout pour voir la notion de la décomposition en élé-

ments simples car elle est utile dans les intégrales.
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Chapitre 2

Polynomes et Fractions rationnelles

2.1 Polynétmes

2.1.1 Propriétés et définitions

Définition 2.1 Un polynéme est une fonction de la forme:

n
P(z)= ap + a1z + asx? + ... + apa" = Zak:ck,ak eR,0<k<mnneN.
k=0
x est la variable, les ap,0 < k < n s’appellent les coefficients de P. On note R [X] l’ensemble

de tous les polyndmes a coefficients réels et C[X] si a € C.

Définition 2.2 (degré et valuation d’un polynéme)

Soit P (z) = ag + a1z + agx? + ... + a,z", avec P (z) # 0.

(1) Le degré de P noté deg P = d°P = maxk tqay # 0,0 < k <n.

(2) Si P(x) =0 (le polynéme nul) alors par convention deg P = —oc.

Preuve: On a la propriété deg(P x Q) = deg P + degQ dans tous les cas en partic-
ulier si P = 0 et Q est quelconque, alors cette égalité n’est vraie que si deg P = oco. De plus
deg (P + Q) < max (deg P,deg Q) qui est vraie si Q = —P ce qui affirme que deg P = —c0.

(8) La valuation de P notée val (P) = v (P) =mink tq ax # 0,0 < k < mn.

(4) La valuation du polynéme nul est égale o +oo.
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Notions et propriétés
(1) P (z) = ag avec ag # 0 s’appelle le polynéme constant.
(2) P(x) = apz" avec aj, # 0 s’appelle un monéme.

(3) Soit P (z) = ag + a1z + azsx?® + ...+ a,z™, avec a, # 0, alors a,z" est le terme ou monéme

dominant de P et a,, est le coefficient dominant de P.
(4) Un polynome unitaire est un polynéme dont le coefficient dominant est 1.
(5) Si

Z apz® et Q (x Z bra®,

alors P (z) = Q (x) ssi ap = by, Vk,0 < k < n.

2.1.2 Opération sur R [X]

Soient

Z akm et Q (x Z bkm

On a les propriétés suivantes:

(1) ,
x) = Z cpa®,
k=0

avec ¢y = a + bg et p = max (n,m) . De plus si n > m, alors by = 0 pout tout k,m+1 <

k <mnetsim>n,alors ap = 0 pout tout k,n+1 <k < m.

(2) deg (P + Q) < max (deg P,deg Q).

(3) YVa € R,
aP (z) = (aay) z*
k=0
(4)
n+m k
P(z)xQ(x) = Z cpx®, avec ¢ = Zaibk_i.
k=0 i=0
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(5) deg (P x Q) = deg P + deg Q.

2.1.3 Types de division entre les polynémes

Soient P et ) deux polynomes définis par:

P(z) = Zakwk et Q(z) = Zbkwk,an # 0 et by, # 0.
k=0

k=0
La division euclidienne (division suivant les puissances décroissantes)

Pour faire la division euclidienne de P sur @ il faut ordonner les monoémes du degré le plus

grand vers le degré le plus petit, ol on a les deux cas suivants:

ler cas: Sin < m, alors:

P1Q
P10
cest a dire: P(z) =0 x Q(x) + P(x).
2éme cas: Sin > m, alors:
PlQ
R | H

c’est a dire: P(z) = h(x) x Q(z) + R(x) avec deg R < deg Q.
P s’appelle le dividende, @ le diviseur et R est le reste de la division euclidienne.
Exemple 2.1 Faire la division euclidienne de P (z) = —3 + 2z + 42? — 523 + 3z* sur

Q(z)=5+z—az%

3zt — 53 + 42?2 + 22+ 3 — 22+ z+5
—(32* — 323 — 1522) —32% — 8x — 27

=0+82% +192% + 22+ 3
— (823 — 8z% — 40z)
=0+4272% + 42z + 3

— (2722 — 27z — 135)

0+ 69z + 138

24



Alors le reste de cette division euclidienne est: R(x) = 69x + 138.

Division suivant les puissances croissantes

La division suivant les puissances croissantes a le méme principe que la division euclidienne,
mais 'ordre des mondéme est de la puissance la plus petite vers la plus grande. Dans la division
euclidienne on arrét si le degré du reste inférieur strictement au degré du diviseur, comme on
remarque les degrés du résultat (le quotient h) diminués, par contre dans la division suivant
les puissances croissantes les degrés du résultat augmente pour cela on a la phrase la division
suivant les puissances croissantes a 'ordre k c’est a dire il faut trouver un polynome de degré

k.

Exemple 2.2 Faire la division suivant les puissances croissantes a 'ordre 2 de P (x) = —3 +

27 + 42?2 — 523 + 3% sur Q (v) =5+ — 22

—3+ 22+ 422 — 523 + 32 54z — a2

— (=3 - 3z + 2a?) 84 18, 122

=0+ Pz + Fa? — 52° + 32
13 13,2 13..3

_(3954‘251' _2533)

—0+72:v2—@m3+3m

Alors le résultat de cette division suivant les puissances croissantes & l'ordre 2 est:

h(z) = + 25:10 + 125m2
Remarque 2.1 les deux résultats des deuz divisions sont complétements différentes malgré que
le dividende et le diviseur sont les mémes.
2.1.4 La racine et leur ordre de multiplicité

Définition 2.3 Soit P un polynéome défini par

n
x) = Zakm‘k tq an # 0.

k=0

On dit que zo est une racine ou zéro de P (x) ssi: P (xg) = 0.
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Définition 2.4 Si P (z) = (z — 20)" Q (z) avec Q (z0) # 0, alors m est dite l'ordre de multi-

plicité de la racine xo de P (x). De plus on a:
P (x0) =0 et Vk,1 < k <m, P® () =0 et PU™) (z0) # 0.

Si P(x) = (x — 20) Q (z) avec Q (xg) # 0, alors xo est dite une racine simple de P (x).

Exemple 2.3 Trouver l’ordre de multiplicité de la racine 1 du polynéome:
P(z) =2+ 2 — bz +3.

P(1)=0,P'(z) =322 +22 - 5= P'(1) =0 et P"(z) = 62 + 2 donc P"(1) # 0.
Alors Uordre de multiplicité est: 2 ¢-a-d: P () = (xz —1)>Q () avec Q (1) # 0 (1 est une
racine double de P (x)).

2.1.5 Quelques propriétés sur les racines d’un polynéme

Théoréme 2.1 (GAUSS) Soit P (x) = ag + a1x + asx? + ... + a,x" un polynéme tq ag, a, # 0.
(1) Si o € Z est une racine de P alors o divise ay.

(2) Si 5 € Q est une racine de P alors a divise ag et B divise ap.

2.2 Les fractions rationnelles

Définition 2.5 Une fraction rationnelle est une fonction H (x) = %, ou f(z) et g(x) sont
des polynomes avec g (x) # 0. Si le degré de f () est inférieur strictement au degré de g (x), on
dit que H (x) est une fraction rationnelle propre, si non, on dit que H (x) est impropre. Dans

ce cas on peut exprimer H (x) comme la somme d’un polynéome et d’une fraction rationnelle

propre par la méthode de la division euclidienne c’est a dire:

H(z)=L(z)+ l:((j)) ot deg R (z) < degg ().

Ce qui permet de dire qu’une fration rationnelle impropre est la somme d’un polynéme et une

fraction rationnelle propre.
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2.2.1 La décomposition en éléments simples

Théoriquement tout polyndéme a coeflicients réels peut s’exprimer comme produit des facteurs
linéaires réels de la forme ax+b et d’autres quadratiques irréductibles de la forme oz + Sz + .
Un polynoéme quadratique (ach + Bz + )\) est réductible ssi A = b2 —ac > 0 et il est
irréductible ssi A < 0 ( Dans ce cas les racines ne sont pas réelles).
La décomposition en élément simple est I’opération inverse d’assembler des fractions a une

fraction par la méthode d’unification des dénoménateurs.

Etapes de la décomposition en éléments simples pour une fraction propre

N’oubliant jamais que pour commencer une décomposition en éléments simples il faut que la
fraction soit une fraction rationnelle propre si non on fait la division euclidienne et on prend le
h(x)

reste sur le dénominateur. Si f (z) = o) oudegh (x) < degg (=) alors dans 'opération de la

décomposition en éléments simples on suit les étapes suivantes:

lére étape: La décomposition du dénominateur Chaque polynéme est décomposable
comme produit des facteurs qui sont parmis les quatres types suivants:

Facteurs linéaires distincts

Un facteur linéaire distinct est de la forme: az +b (la racine de ce polynoéme est simple pour
le dénominateur).

Facteurs linéaires répétés

Un facteur linéaire répété est de la forme: (az +b)" avec n € N et n > 2 (la racine de ce
polynéme est d’ordre n pour le dénominateur).

Facteurs quadratiques distincts

C’est un facteur de la forme az? + bz + ¢ en plus il est irréductible (A < 0).

Facteurs quadratiques répétés

C’est un facteur de la forme (a:c2 + bx + c)n avec n € N et n > 2 de plus az? + bz + ¢ est

irréductible.

27



2éme étape: La décomposition en éléments simples C’est 'écriture d’une fraction

rationnelle propre comme somme d’éléments simples qui sont en général de la forme:

Ay By a1z + 4 ¢ a2 + By
a1z + by (crx+dy)" agx? +box + 2’ (azz? + by +c3)"™

d’une fagon que les dénominateurs des éléments simples sont tous les cas possibles pour que
sont dénominateur commun est g ().
Par exemple si on a dans ¢ () le facteur (az + b)® alors dans la décomposition en éléments

simples les cas des fractions telles que sont dénominateur commun est (ax + b)5 sont

Ay . Ao n As . Ay i As
(az+0)  (az+b)* (az+b)?® (az+b)* (az+b)°

C’est a dire toujours il faut commencer les puissances de 1 jusqu’au n (la multiplicité du
facteur).

Par contre pour les numérateurs il y’a deux reégles:

(1) Si le dénominateur est un facteur linéaire répété ou non répété alors dans le numérateur
il faut poser des constantes inconues.

(2) Si le dénominateur est un facteur quadratique répété ou non répété alors dans le numéra-
teur il faut poser des polynémes de degrés 1 inconus.

Exemple:

x 4 ax+b + cr+d + ex+f
(x+1)(2—1)% (22 +a+1) (22 +5+3)? )2 r24x+1 z2+1+3 (x2+2+3)%"

Remarque: Le nombre d’éléments simples est la somme des puissances des facteurs du

_ A Az A3
x4l + z—1 + (z—1
dénominateur.

3éme étape: Le calcul des coefficients des numérateurs des éléments simples 1l
existe des méthodes pour calculer les coefficients des numérateurs pour les éléments simples
citons par exemple:

(1) regrouper les éléments simples et par identification des deux numérateurs des deux
membres on trouve les constantes, mais cette méthode n’est plus ifficace surtout si le nombre
des constantes inconues est assez grand.

(2) Méthode des limites:
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Le principe de cette méthode est basé sur le principe suivant:

Tr—XT0

si f(z)=g(z) alors on,mli_)nxlo f (z)= lim g(x) et Vh(z),h(z) f(z)=h(z)g(z).

Pour mieux comprendre cette méthode on donne un exemple d’application:

h(x) 52 + 1
f(.’L') = = 4/ o 2 2
9(x)  (x4+2)(x -3 22 +2+2) (22 +x+5)
Ay As Az Ay Asg ar+b cx+d ex+ f
- + + 3 T 3T it 3 2 2"
r+2 x—-3 (z-3) (x —3) (x —3) r*+r+2 x*+r+5 (22+2+5)

(a) Pour le facteur linéaire non répété c’est a dire: x + 2.
Multipliant les deux memebres par x + 2 on trouve:

52241 _ Ag As Ay As az+b cx+d ex+f
(x—3)*(z242+2) (z2+2+5)> A1+($ + 2) =3t (x—3)2 + (x—3)° - (z—3)% + z2+z+2 + z2+z+5 + (x2+x+5)2] ’
Faisant tendre la limite des deux membres vers —2 (le nombre qui élimine x + 2) on trouve:

P 5x2 +1 21 3
= lm = = :
P et (p o3 @2 ta+2) (a2t +5)° 122500 17500

Cette démarche permet toujours d’éliminer les autres coeflicients.

(b) Pour le facteur linéaire répété c’est a dire: x — 3.

(i) pour la puissance la plus grande c’est a dire le coefficient As par multiplication des deux
membres par (z — 3)* on trouve

($+2)($2+5§j;r)1(x2+$+5)2 =A@ =3)" |75 + 3% + (wég)

Faisant tendre la limite des deux membres vers 3 (le nombre qui élimine  — 3) on trouve

Ay ax+b cx+d ex+f
z+ (z—3)° + x2+1+2 + x2+z+5 - (z24z+5)2 ]

A — lim 5% + 1 46 23
ST a3 (14 2) (e +2) (@ +24+5)2 20230 10115

(ii) Passant pour Ay.
Si on applique les méme démarches que pour As on trouve un probléme dans le terme qui
contient Ay, mais multipliant les deux membres par (x — 3)4 et dérivant les deux membres et

faisant tendre x vers 3 alors on trouve:

. 5a? +1 '
As = lim 5| -
=3 \(z+2) (22 +2+2) (2242 +5)
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(iii) De la méme maniére.

Dérivant les deux membres deux fois et faisant tendre x vers 3 alors on a:

2 (2)
2A3—hm< Sz +1 2) .
e=3\(x+2) (22 +2+2) (22 + 2+ 5)

(iv) et de méme si on dérive trois fois on trouve

2 1 (3)
3.24, = lim < or 2) .
e=3\(x+2) (22 +z+2) (22 + 1z +5)

Malgré qu’il y” a beucoup de calculs dans les dérivées mais le but est de donner I'idée et ces
mieux que 'identification.
(c) Pour le facteur quadratique non répété c’est a dire: 22 + = + 2 qui admet deux racines
complexes:
—l+iVT ST

Tp=—— et Ty = >

Multipliant les deux memebres par x2 + = + 2 on trouve:

+ cx+d + ex+f

52241 _ 2 A
L 5 —ail?‘i‘b‘i’(l’ +l’+2) |:J:+2+ 32+ + 224145 (x2+x+5)2

(z42)(z—3)* (22+2+5) ( 3) (fr 3) (m 3)
Faisant tendre la limite des deux membres vers x1 ou x9 on trouve

2
1
ar1+b= lim 5:E4+ 5 -
=21 (x +2) (x—3)" (22 + 2 +5)

On trouve apreés calcul un nombre complexe egale & un nombre complexe d’otl la partie réelle
égale la partie réelle et 'imaginaire égale la partie imaginaire ce qui donnes deux équations &
deux inconus a et b.

(d) Pour le facteur quadratique répété c’est a dire: (332 + x4+ 5) qui admet des racines

complexes:
—1+:4/19 ¢ s —1—-14/19

€T3 = > et rq4 = 5

On passe a la puissance la plus grande Multipliant les deux memebres par (w2 +z+ 5)2 on

trouve:

-+ ar+b + cx+d

2 2
5z°+1 = ea:+f+(332 +x+ 5) [:c—kz +o=5t + iy 4 r?+z+2 | z?4a+5

(@42)(z—3)" (22 ++2) (33 3) (z—3) (z— )
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Faisant tendre la limite des deux membres vers x3 ou x4 on trouve:

ny I 522+ 1
exr = 1am
’ w3 (1 +2) (x — 3) (22 + z + 2)

On trouve aprés calcul un nombre complexe egale & un nombre complexe d’oti la partie réelle
égale la partie réelle et I'imaginaire égale la partie imaginaire ce qui donne deux équations &
deux inconus e et f.

Il nous reste que c et d pour cela multipliant les deux membre par x et faisant tendre x ver
+o0 alors on trouve:

0=A1+As4+a+c=>c=—A1 — Ay —a.

et pour d il suffit de choisir une valeur et la remplacer dans les deux membres par exemple

0 on trouve:

1 A Ay Ay Ay As b d | f

8100 5 "3T9 Tw e a5 s
_ Ay Ay A3 Ay As b f
:>d__5<2+3+9_27+81+2+25

N’oubliant pas que c’est un exemple assez long qui englobe tous les cas.

(3) Méthode qui utilise la division suivant les puissances croissantes:

Remarque: La division suivant les puissances croissantes a le méme principe que la division
euclidienne mais l'ordre des mondéme est de la puissance la plus petite vers la plus grande.

Prenons alors le méme exemple:

h(x) 522 + 1
f(.T) = = 4 2 2 2
g(@) (242 (z-3) " (22 +2+2) (@2 +2z+5)
A1 A2 A3 A4 A5 ax +b cx +d 6.%'+f

= + + +

+ + .
v+2 -3 (z-3° (2-3)° (2-3)*' ®+r+2 22+a+5 (a2 4a2+5)

Cette méthode est utile surtout pour calculer les coefficients des facteurs linéaires répétés
et pas d’autre dans notre cas c’est: z — 3.

On pose: t = x — 3 = x =t + 3 remplacant alors dans % on trouve:
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h(t) 5(t+3)*+1
9(t) t((t+3)+2) (((t+3))2+(t+3)+2) ((t+3)2+(t+3)+5>2

46 + 30t + 5t2
4 (20230 + 30821t + 23145¢2 + 8732t3 + 2035t* + 300t> + 30¢6 + ¢7)

Faisant la division suivant les puissances croissantes sans t* & I’ordre (4 — 1 = 3) toujours

l'ordre est p — 1 avec p est 'ordre de multiplicité de la racine en effet

46 + 30t + 5t2 ‘ 20230 + 30821t + 23145t% + 8732t3 + 2035t* + 300¢° + 30t6 + ¢7
(46 My ) |

il y 'a des calculs car ’exemple est plus général mais le but est de donner 'idée.

On trouve le résultat % + kit + kot? + kst3, aprés on divise sur t* ce qui donne:

46

kg = Ag, ko = Az, k1 = Ay et m:

5.

Les deux méthode sont bonnes si I’exemple est simple surtout dans les examens.

_ w41 — AL Ay A A az+f
Exemple 2.4 f(z) = I D) R i (z+?é)l)2 + (:c-:l)?’ + et

. z+1 3
Ar = limy 3 (42 ~ 1080
=2 (x+4)° (22 +x+1)

_ _ _ 34t _ —3+1
Onposet =z +4=z=t—4= f()= grgumin — PE-B5-)"

La division suivant les puissances croissantes de (—3 +1) sur (—78 + 55t — 132 +t3) a

Uordre 2 donne:
1 29 581,

26 T 2028 T 158184 "

s 3 1 _ 29 _ 581
Par division sur t° on trouve Aq = 56 Az = 5005 €t Ay = TEBISA

—1—i/3
2

Pour le calcul de o et 8 sachant que est une racine de x% + x + 1,

1
lim (ax+p)= lim v 3
QE_>7—1—21'\/5 m_>7—1—2¢\/5 (SC — 2) (l‘ + 4)
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Par identification des deux parties réelles et imaginaires des deux membres on trouve: o = —%

etﬂ:—%.

Remarque 2.2 On peut utiliser la parité de la fonction dans la recherche des coefficients (Voir

Exercice 11 exemple (4)).

Remarque 2.3 La décomposition en éléments simples est trés utile dans le cours des intégrales.

2.3 Exercices

Exercice 01: Résoudre dans R [X] I’équation suivante
(1) P(X?) = (X2+1)P(X),(2) (P)*=4Pet (3) PoP=P.
Exercice 02: Trouver le reste de la division du polynéome P par ) dans les deux cas suivants

(H)P(X) = X"+(X-1)"+1letQ(X)=X2-X.

(2) P(X) = (cosf+ Xsinf)” avecne N, feRet Q(X)=X?+1.

Exercice 03: Déterminer les polynomes P de degré supérieur ou égal a 1 et tels que P’ divise P.
Exercice 04: Soient n,m > 1. Déterminer le pged de 2" — 1 et 2™ — 1.

Exercice 05: (1) «, 3,7, étant des entiers naturels, on considére les deux polynémes
P =gt 4 g2 4 g g W et Q =2 + 2 + o+ L

Montrer que P est divisible par Q.
(2) La méme question si: P =na"t! — (n+1)a"+1 et Q = (x — 1),
Exercice 06: Déterminer les entiers n tels que (z + 1)" — 2™ — 1 soit divisible par 22 + x + 1.

Exercice 07: Pour n € N* quel est 'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynéme

P(z)=na"" — (dn+1)2" ™ +4(n+1)2" — 42" L.

33



Exercice 08:

Montrer que le polynoéme:

P(z)=1+{+ ’g—? + ...+ 27 n’admet pas des racines multiples.

Exercice 09:

Exercice 10:
(1)
(2)

Exercice 11:

24

Exercice 01:

nl>

Déterminer P A @ et PV ) dans les cas suivants:

()P (z) = —22"+223+22—2et Q(z)=32>+ 92 + 92 + 6.
(2)P(z) = 2 +2? -5z +3etQ(x) =22 3224 1.

B)P(z) = 2"-1letQ(z)=(z—-1)",n>1.

Soient P (x) =2+ 1et Q(z) = 23 + 1.
Déterminer U,V € R [X] tels que: UP+VQ = 1.
En déduire U A V.

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes

Ly 1 a0 1

) 2 3) 1@ @) o5

=2 (a2 4+ 1)

Solutions des exercices

Résoudre dans R [X] I’équation suivante
()P (X?) =(X*+1)P(X).
Si d°P (X) =m, alors d°P (X?) = 2m d’on d° [(X?+ 1) P (X)] = m+ 2, ce qui donne:
2m=m+2=m=2.
Alors P (X) = a2 X? + a1 X + ag, par suite 'équation (1) donne:
a1 X3+ (ag — a1 + az) X2 + a1 X =0,

=a,=0etag—a;+a2=0=a; =0et ag = —aq,
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= P(X) =aX? — ay avec az € R.
(2) (P')* = 4P.
Si d°P (X) =m, alors d°P' (X) =m — 1 d’ou d° [(P’)Q] = 2m — 2 ce qui donne que
2m—2=m=m = 2.
Alors P (X) = a2X? + a1 X + ap, par suite 'équation (2) donne:
(200X +a1)? =4 (a2 X? + a1 X +ag)

= [4 (a2)2 — 40,2} X? + [4(12&1 - 4&1] X+ (a1)2 —4ag = 0.

(a2)2—a2=0 az =0,a1 =0et ag =0,
= aza; —ap =0 = ou
(a1)® = dag =0 az =1et ag = 1 (a1)’,a1 € R.

= {P(X) =0ou P (X) :X2+a1X+i(a1)2, avec a; € R.
(3)PoP =P,
Si d°P (X) =m, alors d°P o P (X) = m? ce qui implique que
m=m?=m=0oum=1.
ler cas: P (X) = aop, par suite I’équation (3) donne:
ag =ag = P(X)=ap,ap € R.
2¢éme cas: P (X) = a1 X + ag, ’équation (3) donne:
ar (a1 X + ag) +ap = a1.X + a,

= (a1)2 —a;=0et ajag =0,
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a1 =0et ag =0,
= ou

ar=1et ag=0.
=P(X)=0o0uP(X)=X.

Conclusion: Les solutions de 1’équation sont: P (X) = ag,ap € Rou P (X) = X.

Exercice 02: Trouver le reste de la division du polynéme P par Q) dans les deux cas suivants:
MP(X)=X"+(X-1)"+1letQ(X)=X*-X.

Puisque le quotient @ (X) est un polynome de degré 2 alors le reste est de la forme
R(X)=aX+bavec P(X)=H (X)Q (X)+ R(X). Mais les racines de @ (X) sont 0 et

1 donc:

P(1)=2=R(1)=a+b,
PO)=1+(-1)" = R(0) =b.
Ce qui implique que b=1+ (-1)"eta=2-b=2—-[1+(-1)"]=1-(-1)".
Conclusion: Le reste est le polynome R (X) =aX +b=[1—(-1D)"] X + 1+ (-1)".

(2)P (X) = (cosf + X sinh)" avecn € N, c Ret Q (X) = X2+ 1.

Puisque le quotient @ (X) est un polyndéme de degré 2 alors le reste est de la forme
R(X)=aX +bavec P(X)=H(X)Q(X)+ R(X). Mais les racines de @ (X) sont i et
(—i) donc:

(cosf + isinf)" = ai + b = (cosnb + isinnb) = ai + b,
=
(cosf —isin®)" = a(—i) + b= (cosnf — isinnf) = —ai +b.
= a =sinnb et b = cosnb.
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Conclusion: Le reste est le polynome R (X) = aX + b = (sinnf) X + cosnb.
Exercice 03: Déterminons les polyndémes P de degré supérieur ou égal a 1 et tels que P’ divise P.

Puisque P’ divise P, P = QP avec Q (X) =a(x — )).

On applique ensuite la formule de Taylor & P en A :

" p)
Pa) =3 T

k!
k=0
D’ou:
" Lpk)
Pl (1:) _ k o ()\) (IE _ )\)k—l ’
k=1 ’

ce qui implique que
n pk)
a(e— NP (@) =3 PN (e

o
—_

Par identification, on obtient, pour tout & telle que 0 < k < n:

pk) (\)
k!

(ak —1)=0.
Mais P(™) (X) # 0 alors (an — 1) = 0 c’est a dire o = 1 ce qui donne que:
P(k)()\):0p0ur0§k‘§n—1.

Par suite on a:

Ce qui affirme que:

Px)=K(z—-\)",K eR.
Exercice 04: Soient n,m > 1. Déterminer le pged de 2" — 1 et 2™ — 1.

Sachant que d’apres lalgorithme d’EUCLIDE si a = be + d alors pged (a,b) = pged (b, d) .

Sin > m, alors n = mp + r ce qui implique que:

" —1=g"" —1=2" (2" - 1)+2" - 1.
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Mais:
2™ 1 = (z™ — 1) (xm@—l) Lmle-D=1) | ymlp-D=2] | am 1) '

D’ou:

2" —=1=Q (z) (™ —-1)+2" — 1,

c’est a dire: pged (z" — 1,2™ — 1) = pged (2™ — 1,2" — 1).

Mais puisque n = mp + r alors pged (n, m) = pged (m, r), ce qui implique que:
pged (2" — 1, 2™ — 1) = 2P8°d"™) _ 1 car tous les diviseur commun sont de la forme z* — 1.
Exercice 05: «, 3,7,d étant des entiers naturels, on considére les deux polynoémes:
()P =atot3 4 g2 L o+l L B ot Q=2 + 22 + 2 4 1.

Montrons que P est divisible par Q.

P-Q=2° (x40‘ — 1) + 22 (:E45 — 1) +x (3347*‘3) + ($45 — 1) .

Mais z* — 1 divise tous polynome de la forme z** — 1 ce qui implique que z* — 1 divise
P —Q, et par suite z* — 1 = (z — 1) Q,

= Q divise % — 1 qui lui méme divise P—Q = Q divise P avec: Q = (z + 1) (z — i) (x +1).

Conclusion: P (—1)= P (i) = P(—i) =0.

()P =nz"t —(n+1)z"+1et Q= (z—1)%.

OnaP(l)=0et P (z)=n(n+1)z" —n(n+1)2" L, doa P’ (1) =0.

Alors 1 est une racine double de P, ce qui implique que @ divise P.
Exercice 06: Déterminons les entiers n tels que (z + 1)" — 2™ — 1 soit divisible par x? 4+ = + 1.
Pour n = 0; P = —1 n’est pas divisible par 22 + = + 1.

Pour n = 1; P = 0 est divisible par z? + z + 1.
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Pour n > 2, on remarque que si 22 + z + 1 divise (z +1)" — 2™ — 1 alors ces deux racines

= _1%“/5 et @ = A_Ti‘/g, sont des racines pour (r +1)" — 2" — 1. D’autre part a = o2,

Donc: P(a)=(a+1)"—a"—1=(-a?)" —a"—1=(-1)"a® —a" -1,

=™ car ad = 1,& = o = o3 = 1. Pour cela il suffit de voir les cas suivants:
(1) n=6k= P(a)=—1.

(2) (@) =

(3) (@)

(4) n=6k+3= P(a)=-3.
() (@)

(6 ) =

)n=6k+5=P(a)=0.

Conclusion: pour que (z + 1)" —2" — 1 soit divisible par 22 +x +1 il suffit que: n = +1]6].
Exercice 07: Pour n € N* quel est I'ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynome:
P(z)=nz""? — (4n+ 1) 2" +4(n+ 1) 2" — 42" !
On calcule apres P (2) les dérivées successives de P pour la valeur 2, en effet:
P(2)=4nx2"-2(4n+1)2"4+4(n+1)2" —2 x 2" = 0 = 2 est une racine.

P(x)=nn+2) 2" —(dn+ 1) (n+1)2"+4n(n+ 1) 2" ' —(n — 1) 42" 2 = P'(2) = 0.
P'(z)=nn+1)(n+2)2"—n(@dn+1)(n+1) 2" 4+dn(n+1) (n — 1) 2" 2—(n — 1) (n — 2) 42" 73,

= P"(2) =2"(2n — 1) # 0. Alors 2 est une racine d’ordre de multiplicité 2.

Exercice 08: Montrons que le polynoéme:

Px)=1+{+7% 2, + ... + 77, n’admet pas de racines multiples.
Si P admet une racine multiple « alors: P (a) = P’ (a) = 0. Mais

P(a)fP'(a):%zoia:O,
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valeur qui n’annule pas P donc il n’ya pas de racine multiple.

Exercice 09: Déterminons P A Q) et PV @ dans les cas suivants:
(1)P () = =22 +22% + 20 — 2 et Q (x) = 32 + 92° + 92 + 6.

Il suffit d’appliquer la division euclidienne avec ’algorithme d’EUCLIDE.

Remarquons que 2 est un diviseur du polynéome P (x) et de méme pour 3 qui divise Q (),

donc on utilise les formes nomalisées pour simplifier les calculs.

ot -3 - +1 23 +32% + 3z + 2 P +322+32+2 | 2®+ax+1
—(2* + 32 + 322 + 27) x—4 — (23 + 2% + ) x4+ 2
=423 - 322 -3z +1 et =222+ 2242

— (—4a® — 1227 — 122 — 8) — (227 + 22 4 2)

=922+ 92+ 9 =0

Donc PAQ = 2?4+ x + 1. D’ou:

PxQ
PAQ

=3(-22"+20°+20-2) (@ +2) =6 (2" -2’ —2+1) (z+2).
=PVQ=(2'-2—z+1)(z+2).

(2)P (z) =2® + 2% — bz +3 et Q (x) = 22 — 322 + 1.

223 — 322 +1 2 —2x+1
w34+ 22 -5z +3 | 2% - 322+ 1 — (223 — 422 +22) | 22 +1
—(23—32%+3) | & et =222z +1
:%x2—5x+% —(x2—2x+1)

=0

Donc PAQ = 22 — 2z + 1. D’ou:

PxQ

A0 = (z*+ 2% -5z +3) (2 +1) =2 (2° + 2* — 52 + 3) <$+>
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:>P\/Q:(:E3+x2—5x+3) (ZC—F%)
B)P(z)=a2"—-1letQ(x)=(x—1)",n>1.

Les diviseurs de @ (x) sont de la forme (z — 1)k .k > 1, donc il suffit de voir la plus grande
puissance (x — 1) qu divise le polynome P ().
On remarque que est une racine simple car P (1) =0 et P’ (1) #0, alors PAQ =z — 1.
=PVQ=58=@a"-1)(z-1)"".

Exercice 10: Soient P (z) = 2 + 1 et Q(z) = 23 + 1.

(1) Déterminons U,V € R[X] tels que: UP +VQ = 1.

3 +1 —z+1
—(@P =) |~ -z -1
2+ 1 3+ 1 =22+1
—(z*+2) | et — (2% —2)
= —x+1 =x+1
—(z—1)
2

Ce qui donne:
:134—|—1::c(a:3—|—1)—x—l—leta:3—i—1:(—x+1)(—a:2—x—1)+2.

D’ou:

ce qui implique que:
2= (332+x+1) (:c4—|—1)+ [1+x(—x2—x—1)] (:c3+1).
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Finalement on trouve:
(;) ($2+$+1) ($4+1)+%(—x3—x2—$+1) (9:3+1) =1,

c’est a dire:

P(z) = () (2 +2+1) et Q(:L‘):%(—aﬁ—xj—x—l—l).

(2) UANV =1 car d’apres BézouT U et V sont premiers entre eux.

Exercice 11: Décomposons en éléments simples les fractions rationnelles suivantes

1 1 1 Q I3 axr +0b
(1) = 3 = 2 =_7 3 ’
-z z(@3-1) z(x-1)(2+2+1) =z =z—-1 2242x+1
. H 1 _ 1 1 _1 N 1 _
“a=limes =-1l 8= nsmm =g atfra= linars =0,
>a=—-fF—-—a= % et par identification pour x = -1 = b = f%.
1 Q@ axr +b cr+d
O =+ e
z(x2+z4+1)° o 2+r+1 (224 241)
T 1 _ RT 1 _ _
?a—il_)nbm —1,a+a—11mxﬂ+mx.m —0:>a——1,
lim czx+d= lim %:—%—f—%\/gi—%—i—d—ic@:—%—f—%\/g
—1-iV3 —1-iV3
T=—s T=—s
=c=—-letd=—1.
Remarque 2.4 _I_T“/g est une racine de (562 + x4+ 1) . Par suite: pourx =1= b= —1.
) 20 _ 243t A’ 4 3% 4 2w
(a2 + 1) (2 +1)* (a2 +1)* (z +1)°
Par suite on a:
20° + 3zt + 423 + 327 + 22 +1 « N B ar +b cx +d
(22 +1)* (z + 1)° e+l (z41)2 2241 (224 1)
— i 22%432% 4403432242041 _ 1 _ (2r5+3z4+41’3+3:p2+2x+1) _
= [ xlirzll (e211)? setata IEI—Poox 112t 2...(1).
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: 2 2054324 +423 432242041 _
alnlinm (2 +1)" 2 (224—1;6 (xfl) z hm (cx +d)

= —Lt=citd=c=F etd=0. Poura:—O:l—a+ﬁ+b+d:>b+a—

»Jk\cn

—~
[\)

~—

etpourleé%:%—w—i-‘ﬁb s (3), don d’apres (1), (2) et (3):>0‘:%’a:

et b= —%.
() 1 B 1
210 + 26 26 (x2+\/§x+1) (xQ—x\/i—i—l)
a a a a a a bizx+b bsx +b
e e B e e e AL SR
r x x x x (x2—|—\/§x+1) (xQ—xﬂ+1)
Puisque ﬁ est une fonction paire alors: a1 = ag = a5 = 0 et by = —bs, by = by.
mais: 7 +x4 =1—z*+ T + + d’apres la division suivant les puissances croissantes.

Ce qui implique que:
111 2
zl0 426 26 22 14 g4

d’ou:

2 b b —b b
ag =1,a9 = —1 et v = 1% + 02 12+ b2

1+ 24 (22 +1+2v2) (m2+1—x\@)’

pourx:0:>b2zoetparsuitesileébl:—m.
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Chapitre 3

Méthodes d’intégrations

Si F' (z) est une fonction dont la dérivée F'/ (z) = f (x) sur un certain intervalle de I’axe des z,
alors F' (z) est appelée primitive ou intégrale indéfinie de f (z). L’intégrale indéfinie d’une
fonction donnée n’est pas unique; par exemple, 22, 22 + 4 et 22 4+ 7 sont toutes des intégrales
indéfinies de

f (z) = 2z, car elles sont décrites par la formule F (z) = 2% 4+ C, ot C est une constante
arbitraire, appelée constante d’intégration.

Le symbole [ f (z) dz désigne lintégrale indéfinie de f (). Ainsi, [ 2z dz =22 + C.
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3.1 Formules fondamentales d’intégration:

Un certain nombre des formules ci-dessous découlent immédiatement des formules courantes de

dérivation, donc on a les propriétés et les formules suivantes:

L[ i)
2. [ 1f @) +9(@)] ds

3./a[f (2)] do

4./:13m dz

dx
5 | —
T

6./exda:
7./axdx
8./sinx dx
9./cosx dx
10./tanxdm

11./cotan z dx

1
12./ 3 dx
cos? x

1
13./ ——dz
sin®

[ 4
' VaZ — 2

15 / _dz
. V1?2 — a?

f(@)+C, CeR

/ [f (z)] dz + / g (z)] da.

a/[f(x)] dz, a € R.

$m+1

£ 1.

, m
m+ 1
In|z|+ C.

e’ +C.

T
/ewlnadx — IL +C,

na

—cosx + C.

sinxz + C.

In [sec z| + C.avecsecx =
cos T

In |sinz| + C.

tanz 4 C.

—cotan z + C.

arcsin ~ + C.
a

1 T
— arcsec— + C.
a a
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a>0,a# 1.

1

S180

et cosecr =




d 1
16./ e farctang + C.
a? + x2 a a

= ln(m+ $2+a2> +C.

= ln‘x+\/x2—a2’ +C.

17 / _dz

) VErae

18. / _dz

V&

3.1.1 Formule de changement de variable:

Pour calculer une primitive [ f (z) dz, il est souvent utile de remplacer la variable z par une
nouvelle variable u, et ce en écrivant x comme fonction g (u), ce qui nous rameénes a trouver une

formule fondamentale. Par substitution, nous avons x = g (u) et dz = ¢’ (u) du. L’équation:

[r@ do= [ 1) @) du
s’applique et s’appelle la formule de changement de variable.

Exemple 3.1 Pour calculer lintégrale [ (z + 3)11 dx, remplacons x + 3 par u. Ce qui donne

r=u—3=dr= du=
e+ 3 dr = [ dr = 20O = = (2 43)2 40
12 12

3.1.2 Formule de réduction:

Deux formules simples nous permettent de calculer plus rapidement les primitives.

La premiére est donnée par:

[r@u@r a= i @rtee o
Exemple 3.2 )
/ (ln;) dr = /i (Inz)? do = % (Inz)® +C

La seconde est:




Exemple 3.3

cos T
/cot an zdr = / ——dz = In|sinz| + C.
sin

3.2 Intégration par parties:

Remarque 3.1 On utilise l'intégration par parties dans le cas ou la fonction & intégrer est une

fonction élémentaire ou produit des fonctions élémentaires suivantes:

Fonctions trigonométriques, Polynomes,

Fonctions inverses des fonctions trigonométriques, In(f (z)),e @, ..

Ou bien dans les formules de réduction qui introduits pour chaque intégrale une nouvelle inté-

grale, de méme forme que l'intégrale initiale, mais ayant un exposant réduit ou augmenté.

Exemple 3.4

5 o\m B :L'(:J:2—a2)m_ 2ma2/ 5 oym-1 1
1/(30 a) de = (x a) de, m # 5

2m+1 2m+1
cos™ lxsin"ter m—1
2./cosmxsin”:c dr = — n + n /cosm_2xsin”m dr, m#-—n
m+n m+n

3.2.1 Intégration par parties:

Si u et v sont des fonctions dérivables de =z,

d (uv) udv+ v du

udv = d (uv) —v du

=
= /udv:uv—/vdu

ou:

[F@d @a - 0 [ £

avec : f(z)=wuetg () dv=dv

= du=f'(z)dz et v=g(x)
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C’est la formule de 'intégration par parties. Deux régles générales se dégagent:

1. La partie prise comme dv doit étre aisément intégrable.

2. / v du ne doit pas étre plus complexe que / u do.

Exemple 3.5 Calculer:
I:/ln(:p2+2) dx

Par parties on pose:

fz) = ln(mQ—i—l) etg (z)=1
S [0 = ety @)=

I = [1@)g @ di=f @ g @ [ @@ d

= xln(x2—|—1)—/m2+2 dr

4
= xln(m2+1)—/2dx+2/12 dx

= zln (.262 + 1) — 22 + 2v/2 arctan

S
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3.3 Intégrales trigonométriques:

3.3.1 Les identités trigonométriques:

Dans ce chapitre, pour calculer les intégrales trigonométriques, on utilise les identités suivantes:

1. sin’z+cos?z = 1, 2.1+ tan?z = —
sin® z
1 1
3. 14cotan’z = — 4. sin?z = = (1 — cos2z)
sin® x 2
1 1
5. cos’xr = 5(1+cos2a:), 6. sin:z:cos:z:zisiHQ:l:
1
7. sinzcosy = 3 [sin (z — y) + sin (z + y)]
1
8.sinzsiny = i[cos(:v—y)+cos(x+y)]
1
9. coszcosy = B [cos (x —y) + cos (z + y)]
. o1
10.1 —cosx = 2sin 533
1
11. 1 + cosz = 2 cos> §x,
12.14sinz = 1+cos(5 —2)

Par la suite on applique les deux régles:

1. Pour /cosm xsin”x dx : sim est impair, on pose u = cosz. Si n est impair, on pose u = sin x.
. Pour n'x rzdx : sin ir, on u = tanx. Si m est impair, on U= x.
2. Po tan™ zsec" x d si n est pair, on pose ta S est air, on pose sec
1
avec secr = ——.
sinx

Exemple 3.6 (A)

1" cas: les intégrales de types: /sinnx dx ou /COSnl‘ dx avec n est un entier pair.

Dans ce cas on utilise la forme linéaire de sin® x ou cos®x c¢’est- a- dire: les deux formules

4 et 5, pour obtenir des formules fondamentales.
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Exemple 3.7 (1)

1 1 1
/sin2a: dx:/2(1c0s2x) dmzix—zsin2x+0

Exemple 3.8 (2)

/Cos4x dvr = /(cos z)? dm—/ B (1—1—005235)] 2 dx

= 1/( + 2cos 2x + cos? 290) dx

= /dx—i— /cos2xdx+ /COSQQl'dCE

= 4—1—481112.17—1-4/008 2x dx

dt
mais dans /0082 2z dx on pose : t=2x=dt =2dr = dr= 5

1
/COS2 22 dr = 2/COS2t dt

1
= / (14 cos2t) dt

= /dt+ /cothdt

= Z—I—és,ln?t—{—cl

2 1
= Zx+6sin4x+01

1 1/2 1
= /cos4a; dxz%—kzsirﬂx—kz (f+6sin4az+C1> + Cy

1 1
— %—1—1811123:4-3864-%81114%‘*‘0

3 1 1
= §+Zsin2x+ﬂsin4x+0

Exemple 3.9 (B)

2°¢ cas: les intégrales de types: /sin”x dx ou /cos"x dx avec n est un entier impair.
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Alors dans les deuz cas on pose: n=n — 1+ 1 ensuite on utilise la 1ére formule c’est & dire:

sin?z +cos’x = 1 pour lindice n — 1 qui est une puissance paire, ce qui permet de donner

une intégrale de type formule de réduction.

[+ @i @
Exemple 3.10 (1)

/sin?’x dr = /siansin:c dxz/(l—cost) sinz dx:/sinx dx+/cos293(—sin:1:) dz

1
= —cosx—i-gcos?’x—l—C.

Exemple 3.11 (2)

/Sin5az dr = /sin4ﬂssin:1: d$:/(1—cos2:r)251nm dz
= /sinx d:z:—/cos4:1:(—sinat) d:l:+2/c082x(—sinx) dx

1 2
= —cosx+gcos5x+§cosgx+0.

Exemple 3.12 (C)

3¢ cas: les intégrales de types: /Sin”x -cos™ x dr avec

lun des deuz indices (n,m) est un entier impair.

C’est pratiquement la méme chose comme 'exemple(B), on applique la méme méthode pour
Uindice impair, mais si les deux

sont impairs alors le meilleurs choix est le plus petit.
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Exemple 3.13 (1)

/sin3$ ccosty dr = /sinQ:B ccostz sinz dxz/(lcosQ:p) ccostz sinz dx
= —/cos4ac (—sinz )dx+/cos6a; (—sinz ) dx

1 1
= —50085x+?cos7x+0.

Exemple 3.14 (2)

. . 2 . 2 .
/s1n5:c ccos' x dr = /(s1n2:c) .cos’ z sinz dx:/(l—COS2JZ) .cos’ z sinz dr

1 2
osPx — — cos?z 4+ —cos'®z + C.

= —/COS7.’L' (—sinx)dx—/cosnx (—sinx)dx+2/cosgx (—sinz ) dr
1
8" 12 10

Exemple 3.15 (D)

4™ cas: les intégrales de types: / sin"x - cos™ x dr avec

les deux indices (n,m) sont des entiers pairs.

On applique la forrmule suivante: sinx cosx = % sin 2z et la forme linéaire de cosinus ou sinus.

Exemple 3.16 (1)

1 1
/sin4x ccostz dr = 6 (sin23:)4 der = 32/sin4t dx

qui est de type (A).
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Exemple 3.17 (2)

1
/sin4 3z -cos?3xdr = / (sin? 3z - cos? 3x) sin? 3z du =3 /sin2 6x (1 — cosbx) dx

1 1
= 8/sin2 6x dr — 8/sin2 6x cos 6x dx

1 1

= 16 (1 — cos12x) dx—8/sin26x0056m dx
1 1 1

= Emf@sinmmfmsin‘?quC’.

Remarque 3 On applique les mémes méthodes dans le cas des intégrales qui contients les

fonctions: tanx, cot anx, sec z, cos ecz.

Exemple 3.18

/tansx dr =

tan® z tan®zdr = /tan3 T (8602 T — 1) dx

tan® z sec® xdr — /tanSx dx

Il
—— —

tan® z sec® zdr — /tanm (sec2a: - 1) dx

1
tant z — 5 tan® z + In |sec z| + C.

-

3.4 Subtitutions trigonométriques:

Quelques intégrales contient 'un des facteurs suivants:

Va2 — b2a2, Va2 + 222 ou Vb2x? — a2

mais aucun autre facteur irrationnel, dont on peut la remplacer par une nouvelle intégrale qui
est trigonométrique aprés un chagement de variable.

1. Si la fonction & intégrer contient un facteur va? — b2x2, on pose x = 7 sin z et on obtient:
av/1 —sin?z = acos 2.

2. Sila fonction a intégrer contient un facteur v/a? + b2x2, on pose x = ¢ tan z et on obtient:

aV'1 + tan? 2z = asec z.

3. Si la fonction a intégrer contient un facteur vb?z2 — a2, on pose = ¢ sec z et on obtient:
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avsec?z — 1 = atan z.
Exemple 3.19 (1)

7 _/ dx
e 224 + 2

on pose:x = 2tanz =dr = 2sec® z dz, V4 + 22 = 2secz d’ou:

7 / 2sec? z dz 1/ sec z d 1/ . 9 d
= =— | —— dz=- | sin"“zcosz dz
! (4tan?2) (2secz) 4 /) tan?z 4
1 4 2
B S, o
4sin z 4z

Exemple 3.20 (2)
I / Ty
= [ ——= do
? Va2 —4

on pose:x = 2secz =dxr = 2sec ztanz dz, vVaZ —4 = 2tan z d’ou:

L — /4sec2z(2secztanz) dz—4/sec3z &
2tanz

= 2secztanz+2In|2secz + tanz| + C

_ %x\/x2—4+21n‘:6+ Va? —4‘ +C.

Exemple 3.21 (3)

\/Q — 2
[3:/9433653;
xr

on pose:x = %sinz =dr = %cosz dz, V9 — 422 = 3cos z d’ou:

L = 3/COS.2Z dz :3/1—'sin2zdz
sin z sin 2

= 3/0086023/sinz dz

= 3ln|cosecz — cotan z| + 3cosz + C.

— 9 — 42
= 3In W +V9 422+ C
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3.5 Intégration par fractions partielles:

Théoriquement tout polynomes a coefficients réels peut s’exprimer comme produit de facteurs
linéaires réels de la forme az + b et d’autre quadratiques de la forme az? + bz + c.
Un polynéme quadratique (am2 + bz + c) est réductible ssi A = b? —ac > 0 et il est

irréductible ssi A < 0 ( Dans ce cas les racines ne sont pas réelles).

3.5.1 Fraction rationnelle:

J;((Jf)), ou f (x) et g (z) sont des polynémes. Si

Une fraction rationnelle est une fonction H (z) =
le degré f (z) est inférieur au degré de g (), on dit que H (x) est une fraction rationnelle propre,
autrement, on dit que H (z) est impropre. Dans ce cas on peut exprimer H (z) comme la somme
d’un polynome et d’une fraction rationnelle propre par la méthode de la division euclidienne.

Alors pour intégrer une fraction rationnelle H (x) = J; ((;)) on suit les étapes suivantes:

La division euclidienne:

Il faut ramener l'intégrale & une intégrale d’une fraction propre si non on utilise la division

euclidienne si la fraction est impropre ce qui donne deux intégrales la 1¢7¢ est polynomiale et

I’autre est une intégrale d’une fraction propre.

Intégration des fractions rationnelles propres:

Si H (z) = % avec le degré f (x) est inférieur au degré de g ().

1¢7¢ étape: La décomposition du dénominateur:

On décompose le dénominateur comme produit des facteurs qui sont parmis les types suiv-
ants:

1- Facteurs linéaires distincts:

Un facteur linéaire est de la forme: ax + b.

2- Facteurs linéaires répétés:

Un facteur linéaire répété qui est de la forme: (az + )" avec n € N et n > 2.

3-Facteurs quadratiques distincts:

C’est un facteur de la forme az? + bx + ¢ en plus il est irréductible.
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4- Facteurs quadratiques répétés:

C’est un facteur de la forme (ax2 + bx + c)n avec n € N et n > 2 de plus az? + bz + ¢ est
irréductible.

2¢me gtape: La décomposition en éléments simples:

C’est I’écriture d’une fraction rationnelle propre comme somme d’éléments simples qui sont

en général de la forme:

Ay By a1z + B ¢ a2z + fg
a1z + b1’ (c1r +dy)" agx? +box + o’ (agx? + bgx +c3)"

d’une facon que les dénominateurs des éléments simples sont tous les cas possibles tel que sont

dénominateur commun est g ().
Exemple 3.22

T Ay Az As
2/.9 2 2 1+ _1+ 2
(z+1)(z—1)"(2®24+2z+1) (2?2 +2+3) T+ x (x —1)
ar + b cr+d ex + f

w2 tr+1 22+2+3 (22 +42+3)°

Remarque 3.2 Le nombre d’éléments simples est la somme des puissances des facteurs qui
forment le dénominateur. De plus il faut calculer les constantes (A1, , Az, As,a,b,c,d,e et f)
par la méthode du dénominateur commun et lidentification avec le numérateur du fraction

rationnelle.

3°me gtape: Le calcul de l’intégrale de chaque élément simple:

On a quatre types d’intégrales:

1-
A A
/l dz = “LIn(az+b)+C,CeR
a1x + by ay
2
B1 Bl —n+1
——d = ——— d C,.CeR
/(clx—i-dl)n v c(—n+1) (12 +da) thbe
3-

/ azng;;fi C2 dz = aln (aza® + bax + ¢2) +  arctan (uz +0) + C,Ca, B, 11,0 € R
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Exemple 3.23 Calculer l'intégrale:

1
pour l’intégrale:
J =
on pose
=
=
4-
QT

22 + B9 da

I

azw? + by + c3)™

pour l'intégrale:

/

A

(agz? + b3z + c3)™

d
dz <0 / ﬁ avec m # 1 (Les substitutions trigonométriques).
Y

B dx + 3 dx—l 4z + 3 p
B 22tz +3 2] 2+z43 "
27172
3 3
_ é T+ dr — 2r + 5 dx
2 x2+£+§ x2+£+§
2T 2 272
243 +1
- /x2+x+3dx
2 T2
2z + 3 1
N /m2+w+3dx+/x2+m+3dx
2772 2772
x 3 1
=1 2y 42 —— d
n(w +2+2>+/$2+§+g x
e R e
= i
z2+ 243 2+E+&E+-15+3
1 16 1
/(x+1)2+23d$:23 (x+1)2+§dx
1 1 1 16
16 1
— d
23 (4x+1>2+1 v
V23
4x+1:>d \/23d
= L = —axr
YT R3 4
J 1 / L d 1 t +C1,C1 €R
= = arctan
v v+1% T /3 v
4 4 +1
arctan +C1,C1 €R
V23 («23) b
z 3 4 4r+1
I=In x2+—|—>+ arctan( >+C’,CER
( 2 2) 23 V23
1 2 —m+1 / A
= — b
m+1 (a32” + by + ca) + (asz? + b3z + c3)

o7

—dx avec m # 1 .



3.6 Divers changements de variable:

Si la fonction & intégrer contient des radicaux de la forme:

1- ¥ax + b, alors le changement de variable consiste & poser ax + b = 2" pour obtenir une
fraction rationnelle.

2- V22 +azx +b avecun A < 0, alors le changement de variable consiste & poser 22 +az+b =
(z — ) pour obtenir une fraction rationnelle.

3-/(a+ ) (b — z), alors le changement de variable consiste a poser(a + z) (b — ) = (a + z)? 22
ou (a4 ) (b—z) = (b— x)? 22 pour obtenir une fraction rationnelle.

4- Si la fonction & intégrer contient des facteurs cosinus ou sinus dans le numérateur ou bien

dans le dénominateur, alors on pose:

2d
r = Qarctanz:dazziz
1422
. " 1— 22
avec : sinxg = et cosz = ——.
14+ 22 1+ 22

Remarque 3.3 On peut trouver des changements de variables qui sont suggérés par la forme

de la fonction a intégrer.

Exemple 3.24 (1)

I = /1‘5\/1—$3dl‘

on pose : 1—a®=2%= 3z de =22 dz
2
I = /m3\/1—m3x2 d:p:/(l—zQ)z(—Sz dz>
2

3 5
_ _Z (Z_Z)JFC—_?(1—x3)3(2+3x3)+a
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Exemple 3.25 (2) Dans l'intégrale:

Q/:L'_
J = dx,onpose.'m:f
z
on trouve : J——/z\/z—l dz
ensuite on pose z—1=1t%
5 3
1—2x)2 1—1)2
PR § k) L Gl L B)
ox2 3x2

Pour les premiers changements de variables on propose les exemples suivants:
Exemple 3.26 (1)

dx
h:/@—mﬁ%z

On pose: ©+2 =22 = dr =2z dz

22dz 1 z—2
I, = S P
! /z T2 z+2'+0
2 vr+242

Exemple 3.27 (2)

I _/ dx
2 vVl +x+2

alors on pose:

’t2+2 = (z-2)= _ 22
e = (z—=z T= 1T,
2(z°+2z+2 2
= dngdz et Va2+x+ —ﬂ
(1+ 22)2 1+ 2z
1 W Va2 .
Lo Lw|AY2 o Ly, Y2 \f+c
V2 24+ V2 V2 24+ x+2

Exemple 3.28 (3)

xdr
Py
(5 — 4z — x2)2

(5—4£B—ZE2):(5—|-SL‘)(1—J}):(1—£B)2Z2

On pose:
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Alors:

1+ 22 (14 22)°
D’ot:
1 ) o — 2z
I3 = — - C=—F——=+C
3 18<Z+z>+ 9\/5—4x—:c2+

Exemple 3.29 (4)

/ dx
Iy = -
1+sinx —cosx

On pose:
2d
T = 2arctanz:>dx:7'z
14 22
. z 1— 22
avec : sinzx=-—— et cOSxT = ——.
14 22 14 22
dz z
= L= —=In|—|+C
4 /z(1+z) n‘l—i—z +
tan &
= In|l—2—
1+ tan 5

3.7 Intégration des fonctions hyperboliques:

On a:
el +e % et —e®
chr = —etshrx=——
2 2
avec : ch’z —sh?’z =1

60




D’ou les formules d’intégration qui découlent directement des formules de dérivation.

1./shxdaz
3./th:cdx

5./sech2 T dx

7./sech z th x dz

1
9. | —— dz
/ Va2 + a?

1

chx+C 2./chxdx:shx+0

Inch x4+ C 4./cothwdx—ln]sha:|+0
thz+C 6./cosech2 x dr = —coth z + C
—sech x+C 8./cosech1:cothxda::shm+0

sh ch_1£+0,w>a>0
a

1z 1
- 1. e —— =
a+C 0/ —xQ—cﬁdx

1 1 1
—th_1§+0,x2<a2 12./de:—coth_1x+0,$2>a2
a a x¢—a a a

Remarque 3.4 On peut utiliser les deux formules exponentielles pour calculer les intégrales

dy

qui contient ch x et sh x. Dans ce cas on pose y = €% alors dy = e*dzx d’ou dx = 5 et on

trouve des intégrales des fractions rationnelles.

Remarque 3.5 Dans les deux chapitres espaces vectoriels et applications linéaires il faut voir

que la définition d’une base dans le premier et c’est quoi une application linéaire dans le deuz-

eme.
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Chapitre 4

Equations différentielles

Dans ce chapitre nous allons apprendre & résoudre les cas les plus élémentaires des équations
différentielles du premier ordre et du second ordre & coefficients constantes

Défintion:

De nombreux problémes d’origine physique, économique, etc. Conduisent a rechercher une
fonction y d’une variable réelle = sachant qu’il existe une relation entre z, y et les dérivées y(™

avec n > 1. Une telle relation est dite équation différentielle d’ordre n et elle est de la forme:

f (:E,y,y’,y”, ...,y(”)) =0 o f est une fonction.

4.1 Equations différentielles d’ordrel
Une équation différentielle d’ordre 1 est une équation de la forme:

n o 1_%
f (x,y,y)anvecyfdx.

4.1.1 Equations a variables séparables ou séparées

Soient I et J deux intervalles de R, f : I — R et g : J — R deux fonctions continues. Une

équation différentielle & variables séparables est du type:

~
&




Ce qui implique que:

Exemple:

(2?2 —1) =22y =0
:>dm( ) — 2zy
dy 2z
A |
Ty T @
dy 2z
“ =] = 4
:>/y (21"

=Inly| =In|z? — 1|+ Inc,c € R}
:>y:cl(x2—1) ouc; € R*

4.1.2 Equations homogénes en x et y

C’est une équation du type:

On introduit la fonction auxiliaire z +— t = %; on a y = t = et ¢ = t'z+t. Finallement on a une

équation a variables séparables:

t/ o dtif(t)_t
T dz =z

dt _da:

RO

Exemple:
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2r+y) dr—(dx—y)dy = 0

d
L Yy (2z+y)
de (4o —vy)
= y':%:(wr%)
dz  (4-1Y)
on pose :t :g:>y:t$:>y':t'$+t
x
(2+1)
= tr+t=
T+ -1
2+t t2 — 3t + 2
= ﬂx:('+)—t: T
(4—-1) (4—1)
N (4—1t) dz
t2-3t+2  x
2
apres résolutionona : In|z|+Inc=In (|t 1)3,C€R*+
t —2)
= =2 )3:kxof1k:€]R*
-1

= (y—2a)P2=k (y—=x)® ou keR*
Ainsi toutes les solutions de ’équation donnée sont définies par:
(y—22)* =k (y—2)* on keR*

4.1.3 Equations linéaires

C’est une équation de la forme:

Y =a (2)y+b(z) (1)

ou a (x) et b (z) sont deux fonctions continues sur un intervalle I.
L’équation:

y=a (z)y (2)

est I’équation -homogene- ou -sans second membre- associée & (1).

Ainsi, la solution générale de (1) est la somme d’une solution particuliere de cette équation

64



(1) et de la solution générale de I’équation homogene associée (2). Si on ne connait aucune
solution apparente de (1): on résout (2) , et on obtient sa solution générale y = Ay, ou A est
une constante et y; = e, A étant une primitive de a (z) sur I. Par suite on fait varier la

constante. Posant, dans (1),

y (z) = X (z)y1 (x) on obtient:
N(@)yi () + A (@) vy (@) = a(z)X(@)y () +b(2)
= N(2)y (z) =b ()
car y; est une solution de (2).

d’ou la connaissance de ), et celle de \ par intégration.

Cette technique est connue sous le nom, de méthode de variation de le constante.
Exemplel: ( la solution particuliére)

L’équation:
’ . T T c .
y cosx+y sinx =1 xe}—g,g[,es‘c linéaire. (1)

Une solution évidente de étant = +— yo(z) = sinz et une solution apparente de 1’équation
homogene étant = +— y; (z) = cosz, la solution générale de (1) est:
-5l - &
2°2
r +— sinz+ Acosz (A €R)

Remarquons que ces solutions sont valables sur R.
Exemple2: ( la méthode de la variation de la constante)
L’équation:

22

v +2ry =2ze x € R, est linéaire. (1)

Une solution de 1’équation homogene y' +2z y = 0 étant = — yp () = e~ Employons la
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méthode de de la variation de la constante et reportons dans (1) y (z) = A(z) e™®

= N (z)=2x

= )\(z):/dezL‘
= MNz) =22+k ou keR

Ainsi

Y= (:B2+k:) e ou keR

est une solution générale de 1’équation (1).

4.1.4 Equation de bernoulli

Une équation de la forme:

/

vy =a (x)y+bx) y° (xel) otaeR (1)

ou a (z) et b (x) sont deux fonctions continues sur un intervalle I.

Cette équation est linéaire pour o = 0 et « = 1. Dans le cas général, en ’écrivant:

donc si on pose: z = y'~; on est alors ramené & une équation linéaire:
Z=(1-a)la (z)z+b(z)]
Exemple:

zy +y = y’Inz

2

y Yy +y = Iz (E)
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c’est une équation de Bernoulli, alors on fait le changement: z =y~ d’ou

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec seconde membre.

La résolution de I’équation sans seconde membre

Z—=2=0
T

donne

z (x)=cxz ou ceR

Par suite, en utilisant la méthode de la variation de la constante, on obtient pour ¢ (x), I’équation

En intégrant par partie, on trouve:
1 1 .
c(z)=—Inz+—-+k ou keR
x T
Ainsi la solution générale de ’équation linéaire est donnée par
1 1
z (x) = <1nx—|—+k‘>x
x x

et puisque z = y~! alors la solution générale de (E) est

1

S 60 keR
Inx+kx+1 on ke

y (o)
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E-Equation de riccati

elle est de la forme:
Yy =a () +b(z) y+c (z) (xel)onaecR (1)

ou a (x), b (x) et ¢ (z) sont trois fonctions continues sur un intervalle I.
On ne peut la résoudre que si on en connait a priori une solution particuliére y;.on pose

alors y = y1 + 2, z étant une nouvelle fonction inconnue, d’ou
(1) e =a ()2 +d (z) 2

C’est une équation de Bernoulli qui se raméne & une équation linéaire en posant % = u.
Exemple

(:U3 — 1) y = y2 —I—:czy — 2z.

4.2 Equations différentielles d’ordre 2 A coefficients consantes

Une équation différentielle d’ordre 2 & coefficients constants est une équation de la forme

*

ay’ +by' +ey=f(z) (1)
ol a,b et ¢ sont des constantes réelles, et f : I — R une fonction définie et continue dans un
intervalle I de R.

L’équation (17) est dite une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants avec
second membre ( f(z) ). A lors pour résoudre Iéquation (1) il faut suivre les deux étapes
suivantes:

1lére étape: la résolution de (1°) sans second membre:

Soit I’équation

ay”" +by +cy=0 29
Comme remarque la résolution des équations linéaires sans seconde membre donne toujours une

seule solution y;, par contre pour les équation de type (2*) on trouve deux solutions y; et ys.
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En effet pour résoudre (2°) il faut trouver au premier lieu une équation équivalente a (2°) dite

4 . L e . RSN *
équation caractéristique associée a (2°) en remplace y(™ par 7.

*

ar? +br+¢=0 (3)

Par suite on calcul le A\ et on trouve 'un des cas suivants

Le signe de A | les solutions de (3") Les solutions de (2°)

A >0 deus solutions réelles r1 et ro Y1 + y2 = 1" + c0e™* = c121 + ca29

A=0 une racine double 7q Y1 +y2 = (12 + ¢2) €% = ¢121 + c229

A <0 deus solutions complexes r1 et ro | y1 + y2 = ¢1 cos fre®® 4 co sin Sre™”
avec ri=a+ifetri=a+i8 | =c1z1 + cozo

2éme étape: la résolution de (1°) avec second membre:

Il reste & trouver la troisiéme solution de 1’équation (1*), pour cela on peut appliquer 'un
des deux méthodes suivantes:

lére Méthode: Méthode de la solution particuliére.

On peut utiliser cette méthode dans le cas ot le second membre est I'un des fonctions suiv-
antes: polyndme, sinus, cosinus, exponentielle, ou somme ou produit entre ces quatre fonctions.

D’ou les régles suivantes:

Le type du seconde membre | La solution particuliére

polynoéme polynoéme

sinus contient le cosinus ainsi que le sinus
cosinus contient le cosinus ainsi que le sinus
exponentielle exponentielle

2éme Méthode: Méthode de la variation de la constante.
On remarque que chaque solution de I’équation sans seconde membre est de la forme: ¢121 +
c2%2, alors la recherche de la solution de I’équation avec seconde membre par cette méthode est

de la forme y3 = ¢ (z) 21 + ¢ () 22 ou ¢1 (x), ¢z (x) sont des fonctions inconnues, dérivables
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vérifiant la condition supplémentaire

A (z)z1+h(x)20=0

On utilise le fait que y3 est une solution de (1) on obtient I'équation

D’ot le systéme
c
ce qui permet de trouver ¢} (x) et ¢, (x) . Par intégration on trouve ¢; (x) et ¢z (x), ce qui donne

le ys3.
Conclusion: La solution générale est:

Y=y14+y2+y3

4.3 Exercice

Exercice 01: Résoudre les équations suivantes:

(1) zyIne=Blnz+1)y
(2) ¥ =z tany B2y =22 +y*—zy
(tany) zy + (222 — 1) =0, (5) (supp ) (1 + x2)2y' +2z+2ry2=0

(4) (supp)
(6) (supp) 2y —y == (1 _ e*%)

Exercice 02: Résoudre les équations suivantes:
/ 1 o x
Y= 1422

y' +y=cosz+sinz (2)y —
(4) (supp) = y, + y = arctanx

(1)
(3) (supp)

y/ + (tanz) y = Colsx
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Exercice 03: Résoudre les équations suivantes:

y” -5 y/ +6y = z2+¢e3 (parla méthode de la variation de la constante ).
y” — 4y +y = sinz (lasolution particuliére)
y” +2 y/ + y = wze® (par la méthode de la variation de la constante).

Exercice 04:(supp) Résoudre les équations suivantes:

:L'y'—l— y:xy3
Sy/cosm— ysinz —y* =0

z? ( y/ + y2> =zy — 1 sachant que % est une solution particuliére.

Exercice 05: (supp) Résoudre les équations suivantes:

y” —6y +6y = (z+1) * ( parla méthode de la variation de la constante ).
y” - y/ 4+ y = xsinx (par la méthode de la variation de la constante).
y” +2y +y = a®+sinze ( la solution particuliére)

4.4 Le corrigé des éxercices

Exercice 01: Résoudre les équations suivantes:

(1) zyIne=Blnz+1)y
2) y =z tany B2’y =2+ —ay
(4) (supp)  (tany) 2y + (222 —1) =0,(5) (supp ) (1 + :1:2)21/ +2x+2ry2=0
(6) (supp ) =y —y == (1—6*%)
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Solution:

(1) zylne = @Bhz+l)ys m%lnx:(Blnerl)y
x

d 3dlnz+1
W _ %dm , C’est une équation & variables séparables
zlnx

Yy
& /dy:/gd:v+ L dx
Y T rlnz

< Inlyl =3Injz|+Inn|z||+cc e R

& |yl =elzPnlz| e y=klznz, keR

d 2
(2) y = =z tany < J :xdx<:>c_osydy:xdm<:>ln|sinx|:x——i—c
tany siny 2

2

& [sinz| = e‘ez < = arcsin <k62> yJkeRet —1<kez <1.

/ d 2
B)a?y =22+ —zys Y14 (g> — Y Cest une équation homogene.

dx x T
on pose t:g:>y:tx:>y':t'x+t
x
= tlett=1+>—1
N dt 1482 — 9 = dt dx:>/ dt /dx
—xr = —_ _— = — [ -
dx 14+t2 -2t =z (1_15)2 x
1
= —— =hz|+¢ceRst=1——F—ceR.
1—t¢ In|z| + ¢

Exercice 02: Résoudre les équations suivantes:

!’

(1) y/+y:c0sx+sinx (2) y _%y:ﬁ

(3)(supp) y + (tanz) y= o= (4) (supp) zy + y=arctanz

(1) Y +y=cosz+sinz
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1°7¢- étape: La solution de I’équation sans seconde membre.

I
\
|
I
S

/
y+y da

b 4
&

-

\
—
< [&

Il

|
—

&

1. = ke * keR solution de ’équation sans seconde membre.

2¢me. étape: La solution de 1’équation avec seconde membre.

Yy —y=cosz +sinz (1)

par la méthode de la solution particuliére:

Y2 = cpcosx+ cesinx est une solution particuliere de (1).
= yh+y2=cosx+sinx
= —c18inx +cocosxr +c1cosT + cosinx =cosx + sinx
—c1+c=1 )
= =c=1letcg=0= yy =sinx
c1+ecp=1

conclusion: la solution générale est définie par:

y=ke *+sinz, keR.

S
y :z:y_l—i—a:2

1¢7¢- étape: La solution de I’équation sans seconde membre.

1 d
Y-y = 0=2=7

dr =
d
- y:d“‘:/dy:/d"”
Y T Y T
= Inly|=Inlz|+c¢ceR

y1 = k x ,k € R solution de I’équation sans seconde membre.
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2¢me. étape: La solution de 1’équation avec seconde membre.

par la méthode de la variation de la constante:

y2 = k(x) x est une solution particuliére de (1).
VR A
TR TR
= k'(x) v +k(z) v —k(z) o= 1fx2
1
= k'(z)=——
(z) 14 22

4

1
/k'(x)dx—/ 1+x2d:c:>k(:c): arctan x

= Y9 = arctanz
conclusion: la solution générale est définie par:

y=y1 =k x+x arctanz ,k € R.

Exercice 03: Résoudre les équations suivantes:

y” -5 y/ +6y = z2+¢e3 (parla méthode de la variation de la constante ).
y” —y 4+ y = sinz ( la solution particuliére)
y” + 2 y/ + y = wze® (par la méthode de la variation de la constante).

y” -5 y, +6y=a>+e" ( par la méthode de la variation de la constante ).
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1°7¢- étape: La solution de I’équation sans seconde membre.

y"-5y'+6y = 0 (5
'équation caractéristique est donnée par : 2 —b5r+6=0=>A=1
= r=2etro= 3

d’otu la solution de (5) est définie par : 1y = c1€?® 4 c9€3® 1,00 € R
2°me_ gtape: La solution de I’équation avec seconde membre. (2points)
1lére méthode: la méthode de la solution particuliére:
y2 = ax®+br+c, estune solution de (4)

= " =2y + p=a+1

= (2a)—2(2am+b)+(am2+bx—|—0)::E2+1

a=1
= b—4a =0 ={a=1b=4etc=7
c—2b+2a=1
= y2:$2+4$+7
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2¢éme méthode: la méthode de la variation de la constante:

Y2

des intégrations par parties

=

=

(c1 () x4+ ca2(x))e” est une solution de (4)

yo' =2y + pp =2’ +1
(1 (z) z+c(x))e” =
) (z) ze® + ) (x) e® +cy(z) e = 2%+ 1
A (z)= (22 +1) e
()= (—z—a)e®
o (z)=[-3-2z—a%e™®
=
co(z) = [23 + 322 + Tz + 6] ™

Yo = x° 4+ 4x + 7
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Partie 1

Espaces vectoriels

7



4.5 Introduction:

Sur les vecteurs, au sens de la géométrie élémentaire, c’est-a-dire tels qu’on les rencontre en
physique élémentaire, on a pu définir deux types d’opération : I’addition et la multiplication
par un réel. Dans ce chapitre, nous allons généraliser ces notions en leur donnant une portée

plus abstraite, donc plus vaste.

4.6 Définition d’un espace vectoriel

On dit qu’un ensemble E est un espace vectoriel ( ou posséde une structure d’espace vectoriel)
sur un corps commutatif k ( le plus souvent R ou C) si on peut définir sur les éléments de F

(appelés vecteur) deux opérations, ou lois de composition:

4.6.1 L’addition: (notée +)

Cette opération interne fait de (F,+) un groupe abélien.

4.6.2 Une opération externe, la multiplication par un élément de k

Cette loi externe (produit noté au) possédant les propriétés suivantes:

Va, B € k, Yu,v € E:

a(u+v) = au+av (distributivité sur E)
(a+pP)u = au+ pu (distributivité sur k)
a(fu) = (aB)u
lu = wu (1 étant Pélément unité de k)

4.7 Exemples

Les ensembles suivants possédent des structures d’espaces vectoriels sur R (éventuellement C):
I’ensemble des polynomes & une variable, de degré inférieur ou égal a n;
I’ensemble des fonctions continues sur un intervalle I;

I’ensemble des suites réelles ou complexes;
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par contre ’ensemble des polyndémes & une variable, de degré égal & n € N* n’est plus un

espace vectoriel car le polynéme nul ( I’élément neutre) n’est plus de degré n.

4.8 Propriétés immédiates des opérations dans un espace vec-

toriel

Des axiomes de définition, il résulte:
1) Vu € E, 0.u = 0g.(0g est ’élément neutre de E).
2) Va € k,a.0p = 0p.
) Vaek,Vu e E,au=0g = a=0ouu=_0g.
) Vu e E,(-1)u=—u.
5 V(,8) €k? Yue€ E—{0g} au=pu=a=24.
)

6) Va € k* VY (u,v) € E? au = ov = u="0.

4.9 Sous -espaces vectoriels

On appelle sous-espace vectoriel (on note s.e.v)d’un espace vectoriel E, sur un corps k,
toute partie de E qui posséde la structure d’espace vectoriel sur k. Pour qu’une partie non vide
F d’un espace vectoriel E soit un sous-espace de F, il faut et il suffit que toute combinaison de

deux vecteurs de F' soit un vecteur de F, c’est a dire:

1) F # @
2)Vu,v € Fu+veF

3IWVa € k,Vue F,aueF

On note:

F CFE

Sev
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4.9.1 Exemples

1) Pensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles
ou complexes.

2) A={(x,y,2);r =y = 2} est un sous-espace de R3.

3) B = {(x,y,1)} n’est pas un sous-espace de R® car (z,y,1) € B mais 3(z,y,1) =
(3z,3y,3) ¢ B.

Proposition 4 Si F' est un s.e.v de E alors il contient I’élément neutre de E.

Preuve: F estun s.evde E=F # @ =3ucF = sia=0 alors d'aprés3) O € F. m

Remarques:

0 est ’élément neutre de R.

(0,0) est ’élément neutre de R2.

(0,0,0) est 1’élément neutre de R3.

Le polyndéme nul est ’élément neutre de ’ensemble des polynémes.

La fonction nulle est 1’élément neutre de I’ensemble des fonctions.

Donc d’apres la proposition pour montrer que F # & c’est pratique de voir I’élément neutre

par exemple O ¢ F = F n’est pas un s.e.v de E.

4.10 Intersection et la réunion de deux sous-espaces

-L’intersection de deux sous-espaces vectoriels (et donc d’un nombre fini) de E est un s.e.v de
E.

En effet: soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E alors:

1)0pe Fet0peG=0gc FNG=FNG# Q2.

QVu,ve FNG=ueFveFetueGuveG=ut+veFetu+veGcar F et G sont
tous les deux des s.e.vde E = u+v e FNG.

J)VacekVue FNG=ueFetuecG=aueFetaueG=auec FNG.

Conclusion: F'N G est un s.e.v de E.
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-Par contre la réunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est plus un s.e.v de E.En effet:

Exemplel: Soient A = {(x,0),z € R} et B = {(0,y),y € R} deux s.e.v de R%car par
exemple pour I’ensemble A on a:

1) (0,0) e A= A# 2.

2) Yu,v € A= u=(a,0),v=(b,0)=u+v=(a+0b,0) € A

3) Va e R,Vu € A= u=(a,0) = au = (aa,0) € A.

Conclusion: A est un s.e.v de R2.

de méme pour 'ensemble B.

Alorsu = (1,0) € AC AUBetv=(0,2) € BC AUB maisu+v = (1,2) ¢ AUB= AUB
n’est pas un s.e.v de R2.

Exemple2: Soient £ = {2k,k € Z} et F = {3k,k € Z} deux s.e.v de Z car par exemple
pour 'ensemble F on a:

)0eE= E+0o.

Q) Vu,v € E=u=2kv=2k=u+v=2(k+k)eE.

) VaeZNue E=u=2k=au=2(aK)cE.

Conclusion: E est un s.e.v de Z.

de méme pour l'ensemble F.
Alorsu=2€e ECFEUFetv=3€ FCEUF maisu+v=5¢ EUF =

FE U F n’est pas un s.e.v de Z.

4.11 Somme des sous-espaces. Somme directe

4.11.1 Somme des sous-espaces

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de F alors la somme de F' et G est défine par:

F+G={uc€FE tel que u =uj + ug avec u; € F et ug € G}
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4.11.2 Somme directe (Espaces supplémentaires)

On dit que la somme F'+ G est directe, ou encore que F' et G sont supplémentaires vis-a-vis de
F, si la décomposition u = u1 + ug d’un élément quelconque de E en somme de deux éléments

de F et GG est unique. Et on note:

E=FodG,
autrement on a:
E=F+G
F=FdG<& et
FnG={0g}.

Exemple: Dans R3les deux s.e.v suivants:
F={(z,y,2);x =y =2z} et G={(x,y,0);2,y € R}
sont supplémentaires (R?® = F @ G). En effet:

a)Ona: R3= F+G car
DF Cc RetGCR*=F+GCR.
2Vu € Riu=(x,4,2)=(2,22)+(@—2y—20€F+G=>RCF+G
b) ) on0p € FetOp € Gecar FetGsontdeuxsevde E=0pe FNG={0g} C FNG.
2)siu € FNG=ueceFetueG@=u=(z,z,2) etu=(a,,0)=a=0=z=y=0.

= u=1(0,0,00 =FNGC{0g}=FNG={0g}.

4.12 Famille de vecteurs d’un espace vectoriel (Notion de la

base)

4.12.1 1) Dépendance (Famille liée)

Une famille (a;); ;- des vecteurs d’un k-espace vectoriel (£, +, .) est liée ou linéairement dépen-

dants s’il existe A1, A, ..., A, € k non tous nuls tels que,
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A1aq + A2a9 + ... + A\pan, = 0g.

Exemple:
Dans FE = Ry [z] (Iespace vectoriel des fonctions polynémes de degré inférieur ou égale a 2
et a coefficients réels), les fonctions fi, fa, f3

définies pour tout € R par:
fi(@)=a22+1,fo(z) =2® —Llet f3(x)=ax> sont lices.
En effet: soient A1, A2, A3 € R tels que:

AMfi+Xfa+A3f3 =0

A1+ A+ A3=0
A1l =X =0
d'out A\ = Xy = —% il y a donc une infinité de solutions <—7,—7,/\3> avec A3 réel

arbitraire par exemple:(1,1, —2).

4.12.2 2) Indépendance (famille libre)

Une famille (a;);<,<,de vecteurs d’un k-espace vectoriel (£, +,.) est libre ou linéairement in-

dépendants si pour tout A, Ao, ..., A\, €k,

a1 + Asas + ...+ Apa, = 0g

— M =X=..=),=0.
Exemple:

Dans R? les vecteurs A = (0,1,3), B = (2,0,—1) et C = (2,0,1) sont libres car:

204+2y=0
va,,ﬁ,’}/eRO{A—f—ﬁB—{—’yC:O:} a=0 :>og:ﬁ:'y:0
3a—p+v=0
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4.12.3 3) Famille génératrice ou systéme générateur

Une famille de vecteurs (ap, ag, ...,a,) d'un k-espace vectoriel (E,+,.) est dite génératrice de

E ou engendre F si tout élément u de E est combinaison linéaire de (a1, ag, ..., a,) c’est-a-dire:
Vu € E,d\, Ao, ..., A\p € k tels que u = Aj.ag + Ag.ag + ... + A\.ap.

Exemple:

Dans R? les deux vecteurs u = (2,3) et v = (—1,5) est une famille génératrice car:

Vw € R? 3\, A € R tel que: w= (z,y) = AMu+ A2v = A1 (2,3) + A2 (—1,5) = (2A1 — A2, 3\ +5)\2)

2M1— A==z AL = 5?5'7’ . 2
= = donc (A1, A2 ) existe pour tout (z,y) € R*.
3A1+5h =y A = =3tz

4.12.4 4) Base:

Une famille de vecteurs (a1, as, ..., a,) d’un k-espace vectoriel (E,+,.) est une base de E si elle
est a la fois libre et génératrice.
Exemple:

Dans R? les vecteurs v = (2,3,0), v = (1,—1,1) et w = (—1,3,5) forment une base de R3.

4.12.5 5) Dimension d’un espace vectoriel

La dimension finie n d’un espace vectoriel F, est le nombre maximum de vecteurs que peut
renfemer un systéme libre extrait de F, et on note dim E = n, par convention on pose:
dim ({Og}) = 0. Autrement dit la dimension d’un espace vectoriel E est le nombre de vecteurs
qui forment la base de E. Si le nombre des éléments d’un systéme libre de E n’est pas majoré,
on dit que E est de dimension infinie.

Remarque: si F' est un s.e.v d’un espace vectoriel E de dimension n alors:
FCFE=dmF <dmF

Exemple: dimR? =2
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4.12.6 6) Rang d’un systéme de vecteurs

On appelle rang d’un systéme de p vecteurs (uq,u, ...,u,) de E, avec dim E = n, la dimension
r du sous-espace vectoriel (uq,us,...,up). En d’autres termes, 7 est le nombre maximum de

vecteurs que peut comporter un systéme libre extrait du systéme donné.

4.12.7 7) Lien entre la dimension et la somme directe

Dans les espaces de dimensions finies on a la formule:

dim (F +G) =dim F +dim G — dim (F N G)

Dans le cas de la somme directe, F NG = {0g}, donc:

dim(F & G) =dim F +dim G

Enfin pour montrer que de sous espaces vectoriels de dimensions finies sont supplémentaires

vis-a-vis de F, c’est a dire:

dimF =dim F + dim G
F=F6Gs et

FﬂGZ{OE}

Exemple: Dans R3les deux s.e.v suivants:

F={(z,y,2);z =y==z} et G={(z,y,0);2,y € R} sont supplémentaires.
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En effet:

Vu € Fu=(z,z,x)=x(1,1,1) = {(1,1,1)} est une base de F' = dim F = 1.
Yo € G,v=(z,y,0)=2(1,0,0)+y(0,1,0) = {(1,0,0),(0,1,0)} engendre G et libre c
«(1,0,0)+5(0,1,0) = 0=a=p=0= {(1,0,0),(0,1,0)} est une base de G

= dimG=2= dimR?® = dim F + dim G = 3.

Le reste de la preuve est déja fait.

4.13 Sous-espace engendré par un ensemble

Définition 5 Soit A une partie d’un espace vectoriel E. On définis le sous-espace vectoriel
engendré par un ensemble A, le plus petit sous-espace vectoriel contenant ’ensemble A. Et on
le note: S (A).

Exemples:

1) si A est un s.e.v de E alors: S (A) = A.
2) 5(9) = {0k}

Remarques:

dimR" = n.

dimR,[z] = n+1
o (2) = ag. 1+ ar.2 + ag.2® + ... + a,.2".
4.14 Exercice
Exercice 01: Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R2?

1) A = {(z,2%);2€R}1) 2) B={(z,ax +b);z € R}, a et b sont des parameétres réels.

3) C = {(a:,y);xeR,yeRx2+y2§1}
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Exercice 02: Soit:

E={(z,y,2) € R® avec: 2® +2y* + 2% + 2y (z+2) =0}
E ainsi défini est-il un sous espace vectoriel de R3? Si oui donner sa dimension.

Exercice 03: Soient:

E, = {(a,b,c)E]R?’;a:c} et By = {(a,b,c) €R3;a+b+c:0} et F3 ={(0,0,c);c € R}.

(1) Montrer que: E;,i = 1,2,3 sont des s.ev de R3.
(2) Montrer que:R® = E1 + Ey | R = Ey + FE3 et R3 = By + Ej3.
(3) Dans quel cas la somme est directe.

Exercice 04: Dans R3 on consideére les sous ensembles suivants:
Er={(a+bb—3a,a) eR?’/ a,b R} et By = {(c,~2c,c) e R*®/ c e R}.

avec Fy est un s-ev de R3.
(1) Montrer que Ej est un s-ev de R3.
(2) Déterminer une base B; de E; et une base By de Fy.
(3) En déduire dim F; et dim Es.
(4) Montrer que: R3 = Ey + Ex.

(5) Déduire si la somme est directe ou non.

4.15 Le corrigé

Exercice 01: Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R2?

1) A = {(ZL',:E2) ;x € R} 2) B=A{(z,ax +b);z € R}, a et b sont des parameétres réels.

3) C = {(x,y);xER,yeRx2+y2§1}

87



1) A= {(z,2%) ;2 € R} n’est pas un sous espace vectoriel car (2,4),(3,9) € A mais
(2,4) 4+ (3,9) = (5,13) ¢ A.

2) B={(z,ax +b);z € R}

ler cas: Sib# 0 on a (0,0) ¢ B alors B n’est pas un sous espace vectoriel car chaque s.e.v
contient ’élément neutre de ’espace.

2¢éme cas: Sib=0

B ={(z,ax);x € R}

a) (0,0)e B=B#gJ

b) Si v1,v9 € B = v = (11,ax1) et vo = (x2,az2) = v1 +v2 = (21 + x2,a (1 + 22)) € B

c)Siv € Bya € R= av; = (azy,a(azy)) € B

Alors B est un sous espace vectoriel de R2.

3) C = {(:U,y) rERyeR 2?2 +42 < 1} n’est pas un s.e.v de R?

Car: (1,0) € C mais 4- (1,0) = (4,0) ¢ C.

Exercice 02: Soit:

E = {(aj,y,z) e R? avec: 22 + 2% + 22 + 2y (z+ 2) :0}

E ainsi défini est-il un sous espace vectoriel de R3? Si oui donner sa dimension.

2402+ 2242 (2 +2) =0 2+ 12+ 2+ 22+ 12+ 22 =05 (z+y)° +(y+2)* =
O r=—yet z=—y
= E = {(-y,y,—y) € R? avec: y € R}
1) a) (0,0,0) e E= E# o
b) Sivi,ve € B = v1 = (—y1,¥1, —¥1) et v2 = (—y2, Y2, —¥2) = vi+va = (— (y1 +¥2), (Y1 + ¥2) , — (Y1 + ¥2)

E

c)SiveE,aeR=av=(—(w),(ay),—(ay)) € E

Alors E est un s.e.v de R3.

2) Siv € E alors v = (—y,y,—y) =y (—1,1,—1) ce qui implique que le vecteur (—1,1,—1)
engendre F.

Puisque on a qu’un seul vecteur alors B = {(—1,1,—1)} est une base de £ = dim F = 1.
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Exercice 03: Soient:

E, = {(a,b,c)€R3;a:c} et By = {(a,b,¢) €R3;a+b+c:0} et B3 ={(0,0,¢);c € R}.

(1) Montrer que: E;,i = 1,2,3 sont des s.ev de R3.

Pour F; par exemple:

a) (0,0,0) e By = FE1 #9

b) Sivy, vy € E1 = v1 = (21,91, 21) et va = (22, Y2, 2) = vi+ve = (21 + 2, (y1 + Y2) , 21 + x2) €
Eq

c)SiveE,aeR= av=(az,ay,ax) € Fy

Alors Ej est un s.e.v de R3.

De méme pour les deux dernier cas.
(2) Montrer que: R3 = By + Ey ,R3 = Ey+ F3 et R3 = By + Es.

a) Montrons que: R3 = E; + Ey?
Ona: F1 CR3et By CR® = E; + Ey C R?
SiveR = v= (492 = (@pa)+(5,0,-5-0) = (a+5,5+0,a-0-10) =

r=a+9
y=p+0
z=a—0—10
Il suffit de prendre par exemple: f =0=0 =y = x:az—é =>a:%(x+y+z):>
z=a—0—y

§=3(x—y—2)

Douv=(z,y,2)=(3(@+y+2),0,i@@+y+2)+E(xz-y—2),y,-2(x—y—2) —y) €
b+ Es

b) Montrons que: R? = E; + E3?

Ona: By CR? et B3 CR3 = By + F5 C R3

SiveRd=v=(2,9,2) = (r,y,2) + (0,0,z — z) € By + Fj.

c) Montrons que: R? = Eo + E3?

On a: B3 CR? et B CR3 = Ey + F5 C R3
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SiveR?=v=(z,y,2) = (z,y,—2 —y) + (0,0,2 + .+ y) € By + E3.
D’OﬂR3:E1+E2 ,R3:E2+E36tR3:E1+E3.

(3) Dans quel cas la somme est directe.

A) 11 suffit de vérifier si on a Fy N Ey = {(0,0,0)}7?

a) (0,0,0) € Ey N B,

b)Sive Ei1NEy=veE etve E =v=(a,ba)etv=(a,b,—a—b)=a=—-a—-b=
b= —-2a

Donc par exemple (1,—2,1) € By N Ey = E1 N Ey # {(0,0,0)}

ce qui implique que la somme n’est pas directe.

B) 11 suffit de vérifier si on a F2 N E3 = {(0,0,0)}?

a) (0,0,0) € By N Ej.

b)Sive EsNEs=veEyetve B3 =v=(a,b,—a—b)etv=(0,0,c)=a=b=c=
0=1v=1(0,0,0)

= F1NEy={(0,0,0)}

ce qui implique que la somme est directe.

C) 1l suffit de vérifier si on a Ey N E3 = {(0,0,0)}?

a) (0,0,0) € Ey N Es.

b)Sive EtNEs=v € Eyetve B3 =v=(aba)etv=(0,0,c)=>a=b=c=0=
v =(0,0,0)

= F1NE3={(0,0,0)}

ce qui implique que la somme est directe.

Exercice 04: Dans R3 on consideére les sous ensembles suivants:
Er={(a+b,b—3a,a) eR?’/ a,b R} et By = {(c,~2¢c,c) e R?®/ c e R}.

(1)( Montrons que E; est un s-ev de R3?.
a) E1 75 @7

(07070) €E1:>E1#®
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b) V uj,us € By = uy +ug € Fy7

Soient wuy,us € E1 = up = (a1 + b1,b1 — 3a1,a1) et ug = (ag + be, by — 3az, az)
= uy +uz = ((a1 +az) + (b1 + b2), (b1 + b2) — 3 (a1 + a2), (a1 + a2)) € Ey
c)V ue E,Ya e R= au € Ey?

Soient uw € F1 et a € R=u= (a+b,b— 3a,a)

= au = (aa + ab, ab — 3aa, aa) € Ey

Conclusion: Fj est un s-ev de R3.

Déterminons une base By de Ej et une base By de Es.

a)

u€ B =u=(a+bb—3a,a)=a (1,-3,1)+b (1,1,0)

alors By = {(1,-3,1),(1,1,0) } engendre F;. mais:

a(1,-3,1) 4+ 8(1,1,0) = (0,0,0) = o = B =0

alors les deux vecteurs de Bj sont linéairements indépendants.
Ce qui implique que B; ={ (1,-3,1),(1,1,0)} est une base de Ej.

b)

u€ By =u=(c,—2¢c,¢c)=c (1,-2,1)

alors By ={ (1,—2,1)} engendre F5. mais:

a(1,-2,1) = (0,0,0) = a =0

Ce qui implique que Bz = { (1,—2,1)} est une base de .
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En déduire dim F; et dim Es.

dimF; =2 et dimFy=1.

Montrer que: R? = E; + E».
a)" D" E; CR3 et FEy CR3= E;+ FEy C R

b) "C" soit u € R3 = u = (x,9,2) = (a + b,b— 3a,a) + (¢, —2c, c)

r=a+b+c b=x—z2
=94 y=b—3a—2c = =r—z—a—2z=>a=-y+x—3z2
z=a+c c=z—a=z—(—y+zx—-32)=—-c+y+4z

=u=(r,y,2) = 2x —y—4z, 22+ 3y — 82, —y+x —32) +
(—z+y+4z,-2(—z+y+4z),—x+y+4z)

€ F1+ Ey d’ou: R3 = FE1 + Es.

On déduire que: R3 = E; @ Es.

dimF; = 2 et dimFEy;=1
= dimE; +dim Ey = 3 = dimR? = 3

oubienona : R?®=F;+ Es.
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EiNEy

De plus si:

{(0,0,0)} car: {(0,0,0)} C E1 N E;

car F1 et E5 sont deux sous espaces vectoriels.

ve EBiNEy=u=(a+bb—3a,a) et u=(c,—2¢c,c)
a+b=c b=20

b—3a=-2¢c = a=20

a=c c=0
R? = E; + By ' dim F; + dim Fy = dim R?
ou bien
E1N By ={(0,0,0)} E1N By ={(0,0,0)}

la somme est directe (]R3 =F & Eg) .
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Partie 11

Applications linéaires
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4.16 Application linéaire

Définition 6 Soient FE, F deux k-espaces vectoriels et f une application de E dans F. Alors

f est linéaire, si les propriétés suivantes sont satisfaites:

IWz,y € Eonaf(x+y)=[f(z)+ f(y).

2WVx € FE ,Vackonaf(axr)=af(x).

ou encore:

Vo,y € ENa,B ek ona f (ax+fy) =af (z)+Bf(y).
Exemple: application de R? dans R? définie par:
f (xayvz) = (CC —y7y+22)

est une application linéaire.

4.17 Noyau d’une application linéaire

Définition 7 Soient E, F' deuz k-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'.
Alors pour trouver le noyau de f , on résout 'équation f (x) = Op.
Ainsi:

ker f={z € E,f (x) =0p}

qui est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple: Uapplication de R3 dans R? définie par:

f (m,y,z) = ($—y,y+22)
est une application linéaire. Alors le noyau de f est:

ker f={u€ E,f (u) =0p2}
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Soit u = (z,y,2) € R®. On a:

u € kerfe f (u)=(0,0)< (z—y,y+22)=(0,0)

z—y=0 =1y 1
= <= = u=yl|l,1 —=
y+22=0 z=—% 2

et donc ker f est le s.e.v engendré par le vecteur (1, 1, —%) noté:

ker f = Vect { (1, 1, —;)}

4.18 Injectivité d’une application linéaire

Soient E, F' deux k-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Notons que

f est injective si et seulement si:
Ve, 20 € E; 1 #x2= f (x1) # f (x2).oubien f (z1) = f (z2) = x1 = x2

Mais pour les applications linéaires, il suffit de montrer que: ker f = {Og}.
En fait on a:

f est injective < ker f = {0g}.

Exemple:

Soit f l’application linéaire de R? dans R? définie par:

f(zy)=(—-y,y+z)

Alors f est injective car:

u = (z,y) €kerf e f (u) =02 < (z—y,y+x)=(0,0)
z—y=0
< sSr=y=0
y+r=0

donc ker f = {(0,0)}, et par suite f est injective.
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4.19 Image d’une application linéaire

Soient F, F' deux k-espaces vectoriels et f une application linéaire de F dans F. L’image de f

est ’ensemble de toutes les images des éléments de E par f. Ainsi:

Imf={f (u),u€FE}.

De plus si (eq, €2, ..., €5,) est une base de E, alors Im f = Vect{f (e1),f (e2),....,f (en)} Clest
a dire le sous-espace engendré par les vecteurs f (e1), f (€2),.... f (en).

Exemple:

—

Soient F un R-espace vectoriel de dimension 3, B = (i, j, E) une base de F et f

I’endomorphisme de F défini par:

—

f(Z):—ZJr E,f(j>:j'+ E,f<k>:%’+j‘.

Alors I'image de f est définie comme suit:

s = Ve{s (3.1 () () mr (9= (
= mf=Vea{s (7).5 ()} ={a(-7+ ) +y(7+ F) zyer]

4.20 Rang d’une application linéaire

Soient E, F' deux k-espaces vectoriels et f une application linéaire de F dans F. Le rang d’une

application linéaire est la dimension de I'iimage de cette application. On a:
rg f=dim (Im f).
de plus si E est de dimension finie, on a le théoréme du rang:
dim E =rg f+ dim (ker f).

Exemple:
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Soit f : R? — R? 'application linéaire définie par: f (z,y) = (4o — 2y, 62 — 3y) . Alors on

Imf = {f(z,9);2,y € R} = {(4z — 2y,6x — 3y) ;x,y € R}
= {2z -9)(2,3);z,y e R} ={a(2,3);a € R}

= Vect{(2,3)}

le vecteur (2, 3) est une base de Im f, et par suite rg f = 1.

4.21 Endomorphisme, Isomorphisme, Automorphisme

Soient F, F' deux k-espaces vectoriels et f une application linéaire de £ dans F'.
Si f est bijective, alors f est dite un isomorphisme.
Un endomorphisme de F est une application linéaire de E dans F.
Un automorphisme est une isomorphisme de F dans F.
Exemple:
Soit f : R? — R2 P'application définie par: f (z,y) = (z —y,x+y). Alors f est un

automorphisme.

4.22 Projecteur

Soit f un endomorphisme d’un k—espace vectoriel. On dira que f est un projecteur, si I'on a:

fof = f

ou bien : Imf et ker f sont supplémentaires et que: Vo € Im f ,f (z) = =.

On dira que f est la projection sur Im f parallelement a ker f.
Exemple:

Soit f : R? — R? 'application linéaire définie par: f (z,y) = (4x — 2y, 62 — 3y) . Alors on
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(fof)w) = f(fw)=[(zy) =f (4o —2y,6x - 3y)

= (4x —2y,6x — 3y) = f (u)

et par suite f est un projecteur.

4.23 Symétrie

Soit f un endomorphisme d’un k—espace vectoriel. On dira que f est une symétrie, si 'on a:

fof = Ildg

ou bien : ker(f — Idg)et ker(f + Idg)sont supplémentaires .

On dira que f est la symétrie de F par rapport a ker (f — Idg)et parallelement a ker (f + Idg).
Exemple:

Soit f : R? — R? I'application linéaire définie par: f (z,y) = (y, ). Alors on a :

(f o f) )= f (f(w)=f(yz)=(z,y)

et par suite f est une symétrie.

4.24 Exercice

Exercice 01:

(1) On considére les applications suivantes définies de R? dans R?. Lesquelles sont linéaires?
a) f:(z,y) = (242,22 —y);

b) g: (z,y)— (z+2y,20 —y+1);

c) h:(z,y) = (z+y,22y);

d) k: (z,y)— (z+y,z—y?).
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(2) Soit f l'application de R [X] dans R [X] définie par: f (P) =P (1);

montrer que f est une application linéaire. ( R[X] : est I'espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels et dans le cas général R,, [X] : est I'espace vectoriel des polynomes de

degré inférieur ou égal a n et a coefficients réels ).
Exercice 02:
(1) Trouver les noyaux des applications linéaires suivantes:
a) f (z,y) = (4o — 3y, 5z + 4y) .
b) g (z,y) = (6z — 4y, 9z — 6y) .
(2) La méme question pour les applications de R? dans R? définies par:
a) h (z,y,2) = (x4+y+2vy,2).
b) k (z,y,2) = (y+z,c+y+2z2).
Exercice 03:

(1) Soit f D'application linéaire de R? dans R? définie par:

f(x»%z) = ($—2y,x+y+2z)

f est-elle injective?
(2) La méme question pour les applications de R? dans R? définies ci-dessous:
a) h(z,y,2) =(zr+y+27y,2).
b) k (z,y,2) = (y+z,2+y+2z2).
Exercice 04:
(1) Déterminer les images des applications linéaires de R? dans R? suivantes:
a) f (z,y) = (4o — 3y, 5z + 4y) .
b) g (z,y) = (6x — 4y, 9x — 6y) .
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(2)

Exercice 05:

(1)

Exercice 06:

Exercice 07:

Soit f Dapplication de Rg [X] dans Rg [X] définie par: f (P)=P + (1 — X) P".

Déterminer 'image de cette application linéaire.

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 dont (Z, ;, E) est une base. On considére

Pendomorphisme f de E défini par:

—

f (Z):—Z+21%’, f (y): Jr ok, f (E):zﬂzj.

Déterminer le rang de f.
Soit E3 le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal & 3, et soit f
I'application définie sur E3 par:

f(P)=X?P"—4X P +6P.

Déterminer le rang de f.

Le plan vectoriel V5 étant rapporté & une base (Z, ;), on considére I'application linéaire

de V5 dans V5 définie par:

Démontrer que f est un projecteur.
Déterminer 'image et le noyau de f.

Vérifier que Im f et ker f sont supplémentaires dans V5 et que:

Veelmf, f (z)==x.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2, (e1, e2) une base de E et f 'endomorphisme
de E défini par:
[ (e1) =2e1 —ea, f (e2) = 3e1 — 2ea.
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(1) Démontrer que f est une symétrie.

Notation 8 Lemme 1 Lemme 4.1 Trouver E1 = ker (f — Idg) et Es = ker (f + Idg) .
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Chapitre 5

Les Matrices

Le but de ce chapitre est de trouver un moyen pour résoudre un systéme de n équation ol n
est un entier naturel assez grand, c’est la notion des matrices.

Dans le cas général on repésente une matrice M par:

a;l a2 . . . Qn
a1 ago N ¢ oY)
M = € Mpyp
aml aGm2 . . . Qmn
qu’on peut la simplifier par:
M = aU € Mm,n
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ou M, , est I’ensemble des matrices qui contient m lignes et n colonnes, de plus chaques
a;; represente le coefficient de la matrice M qui se trouve dans la i — éme ligne et la j — eme

colonne. Dans le cas o1 i = j , les ay; sont les éléments de la diagonale de M.

5.1 Matrices associées a une application linéaire dans le cas

des espaces de dimensions finies.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions fines avec: dimE = n et dim F = m.

Choisissons dans F une base Bg, dans F' une base Bp définies par:

BE = (61, €2, ...y €n)

BF = (fl;wi--afm)

Soit ¢ une application linéaire de F dans F. Alors la matrice associée & ¢ par rapport & Bg et
Br qu’on note M (p, Bg, Br) est obtenue comme suit:
la i — éme colonne de M (¢, Bg, Br) représente les coordonnées de ¢ (e;) dans la base

Br = f1, fa, ..., fm, en effet:

wler)p(eg) ... ¢ (en)

a1 a2 . . . G1p fi

a1 ax . . . a2 f2
M (‘107 BE: BF) =

aAml am2 - . . QGmn fm
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car:

Exemple 5.1 Soitpl’application linéaire de R® dans R? qui o (x,y, z) associe (v — 2y + 2,2z + y + 32),

@ (e1) a1 fi +aafo+ ...+ amifm

w(e2) = aiafi +afo+...+amafm

2 <6n) = alnfl + a2nf2 + ...+ amnfm

alors la matrice de f relativement aux bases canoniques de R? et R2est:

car:

€1
de plus

et ¢ (e3)

1 -2 1)\ A
2 1 3] f

(1,0,0),62 = (0,1,0),63 = (0,0, 1),f1 = (1,0) et f2 = (0, 1)
wle)) =(1,2) =1.fi+2.f2 p(e2) = (=2,1) = —2.f1 + 1.fo

(1,3) = 1.fi +3.fa.

5.2 Propriétés des matrices:

Soit M une matrice définie par:

ail a1 e A1n
asi ago e Qa2n,

M = € Myn
aml1 aGm2 . . . Qmn
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1- Une matrice est nulle si V (4,5),a;; = 0 avec 1 <3 < met 1 < j < n de plus c’est la
matrice associée a 'application nulle (Vu € E, ¢ (u) = 0p).

2- Deux matrices A et B sont égales si: a;; = b;j avec 1 < i <met 1 < j <n avec les a;;
(resp. bj;) représentent les coefficients de A (resp. B).

3- La matrice unité notée I est la matrice dont les a;; = 0sii # j et a;;j =1si4 = j.

4- Le transposée d'une matrice A noté ‘A est la matrice dont les lignes sont les colonnes de
A et les colonnes sont les lignes de A.

5- Une matrice est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) si: a;; = 0 si ¢ > j
(resp. a;; =0sii < j).

6- Une matrice diagonale est une matrice qui est & la fois triangulaire supérieure et trian-

gulaire inférieure dont les éléments de la diagonales s’appelles les pivots.

Exemple 5.2 Si:

1 2 3 1 4 7
A=|4 56 |="A=]| 2 5 8
78 9 36 9

De plus on a: ! (tA) = A.
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5.3 Opérations sur les matrices

Soient A et B deux matrices définies par:

et B = bU EMkl

)

1- La somme de ces deux matrices est définie si: m = k et n = [ et elle est donnée par:

A+ B= e aij“‘bij Lo € Mimyn
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Exemple 5.3

1 1 1 2 2 2

A = 4 4 4 et B = 3 3 3

6 6 6 8§ 8 8
3 3 3
alors : A+B=| 7 7 7T
14 14 14

2- Le produit d’une matrice A par un scalaire A avec:

A= ai; € My
est la matrice:
M=A= B Y € Mpp
Exemple 5.4 Si:
1 15 A A B

A= 4 6 2 | =X =] 4N 6\ 2\
310 3 A 0

De pluson a: ' (A+ B) =t A+ Bet ! (M) = N A.
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3- La multiplication de deux matrices A et B définie par:

)

et B = bzg E]\4kl

)

est possible c’est-a-dire: A - B si n = k autrement dit le nombre de colonnes de la premiére
matrice A est égale le nombre de lignes de la deuxiéme matrice B.

Alors on a:

Cij € Mm,l

c’est-a-dire le nombre de lignes de la matrice C est le nombre de lignes de A et le nombre de

colonnes de C' est le nombre de colonnes de B, avec chaque ¢;; est la multiplication de la jeme
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ligne de A par la j°™¢ colonne de B mais terme & terme d’ou:

cij = anbij + aigbyj + aizbsj + ... + Aimbm;

m
= E aikbkj.
k=1

Exemple 5.5 Si:

111 2 1
A = 2 4 3 |eMszetB=| 3 3 | €Mse
6 1 3 0 1
5 5
= A-B= 16 17 € M3s.
15 12

Et on a: ' (A- B) =! Bt A et dans le cas général la multiplication n’est pas permutative (

A-B# B-A) car des fois A - B existe mais B - A n’existe pas.

5.4 Inverse d’une matrice carrée

On peut représenter un systéme d’équation sous la forme matricielle d’o:

a11T1 + G122 + 1323 + ... + ATy = Y1

a21x1 + agx2 + a13x3 + ... + aonTy = Yo
R L ax -y

Ap1x1 + @p2T2 + Ap3x3 + ... + AppTn = Yn
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avec:

a1 a2 . . . Qin Tl Y1

a1 a2 . . . Q2p x2 Y2
A= , X = et Y =

an1 Ap2 . . . Qpn Ip Yn

Alors pour chercher X il suffit d’inverser la matrice A et on a:
AX =Y & X=AYecar: A- At =1

Pour cela les deux questions qui doit se poser sont ’existence et la méthode de la recherche
de 'inverse de la matrice carrée A noté A~1.

Dans un premier pas si A est la matrice associée a une application ¢ alors:
A inversible < ker (¢) = {0g} < ker (A) = {0} .
ou bien:

A inversible < les vecteurs colonnes de A sont indépendants

< les vecteurs lignes de A sont indépendants.

De plus on a:

(A-B) ' =Bt alet (fA)T =t (A7),

5.4.1 Inversion d’une matrice par la méthode de GAUSS

Pour déterminer l'inverse de la matrice A par la méthode de GAUSS il suffit d’appliquer des

combinaisons linéaires simultanément a A et I qui transforment A en I et I en A™L.
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Exemple 5.6 Calculer l'inverse de la matrice:

1 21
A=1 3 1 2
-1 4 2
En effet:
Le type d’opération sur R I
la ligne (L)
1 21 100
3 1 2 010
-1 4 2 00 1
Ly 12 1 1 00
Ly— (3) Ly 0 -5 -1 -3 20
Ly— (7)) Ly 0 6 3 1 01
Ly — _%)Lg 1 0 ¢ S
Ly 0 -5 -1 -3 2 0
Ly~ (%) L 0 0 ¢ =B 12
Ll_(%>L3 1 0 0 =0 F
Ly (%) Ls 0 -5 0 =8 4 1
Ly 00 1 B op o
& 100 6 0
= 010 Rt A
. 00 1 o125
w0 T
d’ou ; Al = 7?3 _11:245 _5115
9 45 9

Alors le principe est de rendre les constantes qui se trouvent en dehors de la diagonale est

égales & zéro colonne par colonne, donc pour la constante 3 qui se trouve dans la deuxiéme
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ligne et la premiére colonne on a ’opération:

Ly~ (3) L

la ligne ou se trouve la constante moins la constante sur le pivot (a11) fois la ligne du pivot

donc dans la premiére étape on élimine les deux constantes de la premiére colonne en utilisant le
premier pivot, par contre dans la deuxiéme étape on élimine les deux constantes de la deuxiéme
colonne en utilisant le deuxiéme pivot, dans la troisiéme étape on élimine les deux constantes de
la troisiéme colonne en utilisant le troisiéme pivot, et dans chaque cas on utilise ’étape ’avant
derniére. Finalement pour trouver [ il suffit de diviser chaque ligne sur la constante qui se

trouve dans la ligne.
5.4.2 Inversion d’une matrice par la notion du déterminant:
Les déterminants:

Le déterminant d’ordre 2:

Si A est une matrice d’ordre 2 définie par:

a b
A=
c d
a
Alors le déterminant de A noté det A= est donné par la formule: ad — cb.
c d

Le déterminant d’ordre 3:

Si A est une matrice d’ordre 3 définie par:

a1l a2 a3

A= a21 Q22 Q23

az1 asz2 as3
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ail a2 ais

Alors le déterminant de A noté det A=| q9; a9y a9 | €st donné par la formule: aijaz2a33 +

a3l ase ass
(11022033 + 011022033

—@a11022a33 — 411022033 — 411022033 -
On peut obtenir ce développement par deux méthodes:
1- La régle de SARRUS:

a1l a2 a3

Si det A=| a9; a9 ao3 | alors la régle de SARRUS consiste a répéter, au-dessous du

aszr agzz2 as3
tableau précédent, les deux premiéres lignes, et a affecter du signe + les produits obtenus

ai1
parallélement & la diagonale principale a9 , du signe - ceux obtenus paralléelement
as3
a13

a la diagonale non principale a9

a31

ailp a2 ais
a1 Qa2 Q23
az1 asz2 ass

ailp aiz a3

a1 a2 a23

2- Le développement d’un déterminant suivant une rangée:
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Dans le cas général c’est-a-dire: A € M, , on a:

=detA=A=

Donc chaque déterminant d’ordre n est donné par une somme de n déterminant d’ordre n — 1,

et il peut donc étre développé de 2n fagons suivant une de ses rangées, sous la forme:

n
det A = Z a;; Xij développement suivant la ligne 3.
j=1

ou bien:

n
det A = Z a;; Y;;  développement suivant la colonne j.
=1

avec:

X;j = (1) Aij , qui est le cofacteur de a;;.

A;; étant le mineur de a;;, déterminant d’ordre n — 1 obenu en supprimant dans A la ligne et
la colonne contenant a;;.
La répartition des signes & prendre devant les mineurs est alternée a partir du signe + de

a11, par exemple un déterminant d’ordre 6:

+ -+ - + -
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Exemple 5.7 Calculer le déterminant de

1 2 1
A = 3 1 2
~1 4 2
1 21
1 2 2 1 2 1
detA = | 3 1 2|=+1 -3 +(=1)
4 2 4 2 1 2
—1 4 2

c’est un développement suivant la premiére colonne.

= 2-8-12+4+12-441=-9.

Remarque 5.1 Dans 'étape 'avant derniére de la méthode GAUSS. A est sous la forme

1 0 0
diagonale| 0 —5 0
0o o0 2
donc on trouve le méme résultat det A = —9 on multipliant les éléments de la diagonale.

3- Propriétés des déterminants:

A est dite singuliére si et seulement si det A = 0

A est dite régiliere si et seulement si det A # 0

det (AA) = A'det (A),det (A) =det A ,det (A- B) =det A-det B

det (A-B) = det(B-A) et det (A1) = detl( ik

Inversion d’une matrice

Pour qu’une matrice A est inversible il suffit que: det A # 0 de plus on a:

ATl = deiA x! (com A)
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avec (com A) est la comatrice de A obtenue en remplagant chaque élément de A par son

cofacteur (X; :(_1)i+j Aj , est le cofacteur de a;;).

Exemple 5.8 (1) Dans le cas d’ordre 2:

-1

Exemple 5.9 (2) Soit la matrice:

1 21
A = 3 1 2 d’apres les calculs qu’on fait:det A =9
-1 4 2
-6 —8 13 -6 0 3
com A = 0 3 —6 | = comA = -8 3 1
3 1 -5 13 -6 -5
-6 3
, 5 0 3
-1 _ it — -8 3 1
= = ot A (com A) = £ 8 3
13 -6 =

5.5 Changement de base. Matrices semblables:

Soit, dans un espace vectoriel E de dimension n, deux bases:

B = (e1,e2,...,e,) et B’ = (6’1,6'2,. e')

9y Cn

On veut étudier le lien entre les coordonnées d’un vecteur u de E dans les deux bases B et B’

en utilisant les propriétés des matrices.
n
Si les vecteurs e;- sont définies dans la base B par la formule: e;v =) ayje;, alors la matrice
i=1
de passage de la base B a la base B’
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est donnée par:

11 19 .. . O1np
Q21 (2 . . . Q9n
P =
Qpl Qp2 . . . Qnpp
Alors si on pose:
z1 n
x2 Y2
X = et X' =
T Yn

les deux matrices d’'un vecteur u dans B et B’. D’ou les résultats suivants:
X=P -X'oubien X'=P 1. X
Exemple 5.10 Soit l’espace R® muni de deux bases:
B = (e1,e2,¢e3) et B' = (e}, ¢h,€h)
avec:

er = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1), ¢}, = (2,3,0), ¢y = (1, —=1,1) et e} = (—1,3,5)
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2 1 -1 el
P = 3 -1 3 ey (c’est la matrice de passage de B a B'.
0 1 5} €3

/ /
€] €y €3

car par exemple: €] = (2-e1) + (3-e2) + (0-e3), alors il suffit de poser les vecteurs €, €5, €4

sous la forme vertical.

1
Alors si le vesteur X1 = | 5 | dans la base B = dans B', X} = P71 X;.
7
-1
Et si le vecteur X 4, = ) dans la base B' = dans B, Xo = PXJ.
4
En effet:
-1 3 1 -1 1 -1
detP = 2 -3 +0 =-34
1 5 1 5 -1 3
-8 —15 -3 -8 —6 0
et : comA = 6 10 -2 | =tcomA=1| —15 10 -9
0 -9 -5 -3 -2 -5
8 6 O
Pt = Ll 15 109
= _
3 2 5
Alors:
38
NERCATE 38
! -1 _ = _ 28
Xy =P X1—34 15 —10 9 5 (=1 B8
48
3 2 5 )\ 7 48
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et:

5.6

2 1 -1 1 4
Xo=PXy=1| 3 -1 3 2 | =1 7
0 1 5 4 22

La matrice associée dans un changement de base:

Dans un endomorphisme:

Soit A; la matrice associée & un endomorphisme f dans la base Bj. Alors la matrice associée

a f dans un changement de base Bo

est donnée par la formule:

AQZPil-Al‘P

oll P est la matrice de passage de la base B; a la base Bs.

1.

Exemple 5.11 On considére Uapplication linéaire définie par:

f o R3 — R3

(x,y,2) — f(x,y,2) =2z —y+23x—y—323c+y+2)

Déterminer la matrice M associée a f relativement a la base canonique de R3.

Soient By = {u1,uz,u3} une base de R?® avec u; = (2,—1,-2), ug = (1,0,—1) et ug =

(3,1,2) .

Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R? & la base Bj.

Trouver la matrice de passage Q de la base B; a la base canonique de R3.
1

SiV est de composante | —1 | dans la base canonique, déterminer alors les composantes
3

de V dans la base Bj.

Trouver la matrice N associée & f relativement a la base B .
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Solution:

(1) La base canonique de R? est: B = {e1,ez,e3} avec e; = (1,0,0),ea = (0,1,0) et e3 =
(0,0,1)

alors:

/ (61) = f (1’070) = (2a373)
/ (62) = f (0’170) = (_17_171)
/ (63) = f <O7 0, 1) = (17 -3, 1)

ce qui implique que:

2 -1 1 el
M = 3 -1 -3 €2
3 1 1 €3

(2) Soient By = {uy,us,us} une base de R? avec u; = (2, —1,-2), up = (1,0, —1) et ug =

(3,1,2) .

a) la matrice de passage P de la base canonique de R3 4 la base Bj.

b) la matrice de passage @ de la base B; a la base canonique de R?

_ 1
Q=P '= P *(comP)
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1 3 2 1

suivant la 2°™¢ ligne on a : det P = — (—1) -1
-1 2 -2 -1
=5
et
1 0 1
comP = -5 10 O
1 -5 1
1 -5 1
t(comP) = 0 10 -5
1 0 1
1 1
5 1 3
= Q=10 2 -1
1 1
5 0 5
1
c) Si V= -1 dans la base canonique, déterminons alors les composantes de Vp,
3

dans la base Bj.

Ve, = Q-Vp
1 1
Ip 1 1
= 0 2 -1 1
1 1
5 0 3 3
9
5
= | -5
4
5
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d) Trouvons la matrice N associée & f relativement a la base Bj.

on a: N=@ -M-P
1 1
5 -1 = 2 -1 1 2 1 3
= 0o 2 -1 3 -1 -3 -1 0 1
1 1
5 0 5 3 1 1 -2 -1 2
1 1
g -1 % 3 1 7
= 0o 2 -1 13 6 2
1 1
= 0 = 3 2 12

Dans une application linéaire définie de E dans F:

Soit A; la matrice associée & une application linéaire f définie de £ muni d’une base By dans
F qui est muni de la base Bs.
Alors apres le changement de base dans E par Bj et dans F' par Bj. On a les deux matrices
de passages de By vers B qu'on
la note par P et de By vers Bj notée @ Alors la matrice associée & f dans ces changements
de bases
est donnée par la formule:

Ay=Q ' A -P

1. Exemple 5.12 On considére Uapplication linéaire définie par:

f o RSR?

(fB,y,Z) = f (CL’,y,Z):(Q.CL'—y—FZ,SSL'—y—Z)

(1) Déterminer la matrice M; associée & f relativement aux bases canoniques de R? et R2.

(2) Soient By = {u},u},us} une base de R® avec v} = (2,—1,-2), uh = (1,0, 1) et uj =
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(3,1,2)

et Bl = {e},eh} avec €] = (1,3) et e, = (2,5) une base de R? .
a) Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R3? a la base B.
b) Trouver la matrice de passage Q de la base canonique de R? & la base Bj.
c¢) Trouver la matrice de passage P~! de la base B} & la base canonique de R3.

d) Trouver la matrice de passage Q! de la base B} 4 la base canonique de R2.

1

e) Si Vi est de composante -1 dans la base canonique, déterminer alors les com-

3
posantes de V; dans la base Bj.

1
f) Si V5 est de composante dans la base B}, déterminer alors les composantes de V5
dans la base canonique .
g) Trouver la matrice My associée a f relativement aux bases Bj et Bj .

Remarque 5.2 Dans le cas d’une matrice diagonale ou une matrice triangulaire le déterminant

est le produit des éléments de la diagonale.

5.6.1 Rang d’une matrice:

Soit A € M,, ,, une matrice & n lignes et p colonnes, alors le rang de cette matrice est le nombre
maximal des vecteurs colonnes extraits de A qui sont linéairements indépendants ou bien ’ordre

du déterminant non nul d’ordre le plus élevé, extrait de A, noté rangA.

Exemple 5.13 Soit

1 13 5
A=1]11 2 5 9
2 3 8 14

Les quatre déterminants d’ordre 8 extraits de A sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2

extrait n’est pas nul, rangA = 2.
1 2
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5.6.2 Systéme d’équations linéaires-Systéme de CRAMER:

On appelle systéme de n équations linéaires a n inconnues sur le corps k (généralement R ou

C), un systéme de la forme:

a11x1 + a1222 + a13x3 + ... + A1pTn = Y1

a2121 + a22T2 + a1323 + ... + A2 Ty = Y2

S AX =Y
An1T1 + G222 + ap3T3 + ... + ApnTn = Yn
avec:
aip a2 . . . Qln z1 n
azr a2 . . . Q2p T2 Y2
A= X = ot Y =
anl Aap2 . . . Gpn Tn Yn

Alors pour chercher X il suffit d’inverser la matrice A si I'inverse existe et on a:

AX =Y e X=AYecar: A- A ' =1.

et on a:

ou A est le déterminant de la matrice A et A\; est le déterminant déduit de A par remplacement
de la colonne de rang i (celle des coefficients de x; de notre systéme) par la colonne des seconds
membres y;. Les formules (1) s’appelllent formules de Cramer.

Ces formule sont fondamentales et permettent de calculer une des inconnues du systéme

sans faire intervenir les autres avec un A non nul.

Remarque 5.3 Le rang de la matrice A est le rang du systéme linéaire associé.
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Exemple 5.14 Calculer y dans le systéme:

20 -3y +z2z+2t=4
2v —y+22+t=0
or —dy+ 2+ 2t =2

T—3Yy+7z2—t=6

5.6.3 Les valeurs propres, vecteurs propres, sous espace propre:

On appelle valeur propre et vecteur propre assiocié d’'un endomorphisme f d’un espace F, un

scalaire A et un vecteur u non nul tels que:

f (u) =Au

L’ensemble des vecteurs propres assiociés & une valeur propre A de f auquel on ajoute le vecteur

nul Og est un sous-espace de F, égale a:

ker (f — AI)

et appelé sous-espace propre de f associé a .
D’autre part si A est la matrice associée & f dans une base quelconque de E? alors les

valeurs propres de f sont les racines de ’équation:

w(A)=det(A—A)=0

appelée équation caractéristique de f; ¢ (\) est le polyndome caractéristique de f.

Les vecteurs propres sont les v tels que:

Av = v

Proposition 9 Tout endomorphismed’un espace vectoriel E de dimension n admet n valeurs
propres, réelles ou complexes, distinctes ou confondues. Leur somme est égale o latrace de la

matrice Ade f, leur produit est égal au déterminant de A.
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Proposition 10 Pour qu’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie soit di-
agonalisable, il faut et il suffit que les valeurs propres sont distinctes ou bien chaque sous-espace
propre de f ait pour dimension l’ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.

Et on la forme diagonale donnée par:
D=P AP

avec P est la matrice des vecteurs propres.

Remarque 5.4 La diagonalisation permet de calculer des puissances successives d’une matrice

A, par la formule:

D=P'AP & A=PDP ! = A" = pp"P~!

Exemple 5.15 Diagonaliser les matrices:

7 -1 —7 1
1 1 2
-1 1 -1 1
A=121 1 |,B=
-1 =1 ¢ 1
01 3
1 1 1 1

5.6.4 Application de la diagonalisation dans la résolution d’un systéme d’équations

différentielles du premier ordre:

Soit le systéme d’équations différentielles du premier ordre & coeflicients constants:

% = anri +ar +a13r3 + ... + a1y + by

% = a171 + a22%2 + 1373 + ... + A2p Ty + b2

% = ap1T1 + Up2T2 + Ap3T3 + ... + AppTp + by
dX dy
— =AX+B& —=DY +C
dt * dt +

avec

X =PY,B=PC,D=P AP
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D est la matrice diagonale associée a A, P étant la matrice de passage de A & D (la matrice

des vecteurs propres).

Exemple 5.16 Résoudre le systéme:

9t — 2z + 3y + 12
%::c—i—ély—i—t

5.7 Exercice:

Exercice 01: On considére ’application de R? dans R? définie par:

f (x,y,2) = (22 — 62,y + 5z, 2 — 32)

(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) trouver le noyau de f (ker f).
(3) Déduire dim (ker f) et dim (Im f).
Exercice 02: Répondre par vrai ou faux et justifier votre réponse:
NDA2=I=A=412)A2=0=A4A=03) A2=A=A=TouAd=0.
4) supp A diagonale = A-B=B-A5)supp A-B=B-A=A!'B='B-A
6)supp A-B=DB-A et A lexiste== A~ - B=B-A"!
Exercice 03: Soit A une matrice carrée

1) Montrer que: si A* =0 alors (I — A)™' =T+ A+ A% + A3. Dans ce cas (I + A) est-elle
inversible?
Si oui donner son inverse.
2) Supp: Montrer que: si A" = 0 alors (I — A)™" = I+ A+---+ A", Dans ce cas (I + A) est-elle
inversible?

Si oui donner son inverse.
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Exercice 04: 1) Calculer I'inverse de la matrice A = -1 2 3 par la méthode de GAUSS et

par la notion de la comatrice.

2) Déterminer le rang de la matrice suivante:

113 5
C=1125 9
2 3 8 14

Exercice 05: On considére 'application linéaire définie par:

f: RP-R?

(z,y) — f (z,y) = (22 —y,3z — 5y)

(1) Trouver la matrice M associée & f relativement a la base canonique

B de R? .
(2) Soit By = {u1,u2} une base de R? avec uj = (2,—1), ug = (5,3) .
a) Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R? & la base Bj.

b) Trouver la matrice de passage Q de la base B; 4 la base canonique de R? .

c) Si V1 est de composante dans la base canonique, déterminer alors les composantes
de V dans la base Bj.
d) Déduire la matrice N associée a f relativement a la base Bj.
Exercice 05: On considére 'application linéaire définie par:

oo R? - R3

(‘T7y7z) = f(xayvz):(2$_y+273$_y_274w+y+z)
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c)

Exercice 06:

Trouver la matrice M associée & f relativement a la base canonique B de R3 .

Soit By = {u1,ug,u3} une base de R? avec u; = (2,—1,-2), ug = (1,0,—1) et ug =
(3,1,2) .
Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R3 & la base Bj.

1

SiV est de composante | —1 | dansla base canonique, déterminer alors les composantes

3
de V dans la base Bj.

Trouver la matrice N associée & f relativement a la base Bj.
On considére 'application linéaire définie par:
f R? > R3
(x,y) = [ (zy)=(z,y,2+y)
Soient By = {e1,e2} et Bg = {u1,u2,u3} les bases canoniques
de R? et R3.
Donner la matrice M associée & f relativement aux bases By et Bs.

Soient Cy = {v1,v2} une base de R? avec vy = (1,1), vo = (—1,0) et C3 = {wy, ws, w3}

une base de R?

avec wi = (0,1,3), wy = (—1,0,1) et wg = (—2,—1,0).
Trouver la matrice de passage P de la base By a la base Cs.

Déterminer la matrice de passage () de la base B3 a la base Cs.

1

Si V est de composante | 5 | dans la base B3, déterminer alors les composantes de V

2
dans la base Cj.
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d) Trouver la matrice N associée a f relativeme
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