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Exercice 01: Soient f et g deux applications définies de R dans R telles que:

1

f(m):2m+5etg(x):x2+1.

(1) g est- elle injective? surjective?

g n'est pas injective car: —1 £ 1let g(—1) =g (1).
Elle n’est pas surjective car: pour y = —2;Vx € R, g (z) # —2 (g (z) est toujours positive).

(2) A-t-on fog=go f? Justifier.

fog(@)=flg@) =f(s) = 27 +5et go f(2) = g(f (2)) =g (20 +5) =
= fog#golf

1
(2z+5)2+1°

(3) Disons si les propositions sont vraies ou fausses.

Notons que f est bijective car: f/ (x) =3 > 0,
= f est strictement croissante d’ou I'injectivité de f.
d’autre part: y—2x+5:>x— =3

2
= Vy e R;dz = T € R tel que: f (x) =y = f est surjective.
£(0)
f(0

:5

(a) f ({O}) = {5} est vraie car:

(b) 0 € f~1({5}) est vraie car: )=

(c) f71(5) = 0 est vraie car: f est bljectlve et f(0) =5.

(d) g7t ({1}) = {0} est vraie car: g (0) =1 et Vz € R; g (z) # 1.
(e) g7 ({0}) = 0 est vraie car: Vz € R, g (z) # 0.

(4) Déterminons: £(0,1]), £~ (15,7)), f (R), g ([—4, ~1]) g ([~2,~1]) et g ([~4, ~1] N [~2,—1]).

f est une fonction croissante et g est une fonction décroissante sur RT et croissante sur R~donc:

(1) £([0,1]) = [ (0), f (V)] = [5,7] .

(i) /=1 ([5,7)) = [/~ (5), /71 (D] =[0,1].

Exercice 02:

(1) Montrons que f de R dans ]—1, 1] définie par:

f(x)= T+ 2] est bijective et déterminer sa réciproque.



(a) f est elle injective?

Yoy, 20 € Ry si f (21) = f(22) = 1 = 227

Solent z1,x2 € R, si f (z1) = f (z2) = T = %(xl,xg ont le méme signe),
lj’i;l = 1122 sizy >0et 9 > 0= 27 = 29,
11’;1 = 12,2 si 1 > 0 et 9 < 0,ne convient pas car x1,x2 ont le méme signe,
é T X : . A .
1_;1 = 1+§62 si 1 < 0 et 92 > 0,ne convient pas car x1,z2 ont le méme signe,
Ll — ) : —
Too = Toay 8171 <0et o <0=z1 = 29,

= 1 = To = f est injective.

(b) f est elle surjective?
Montrons que: Yy € |—1,1[, 3z € R tel que: f (z) = y.
i) Siyel]-1,0=2<0= % =y=z= L <0 quiexiste si: y €]—1,0][.
1—x 14y
(i) Sty € [0,1[ =2 =2 0= L =y =2 =%, <0 quiexiste si: y € [0,1].
conclusion: f est une application bijective car elle est injective et surjective avec:
7t : ]-1,1[—=R
{ ﬁ siy € 0,1],
— .
Y T, siy €]-1,0[.
2) Soit g 'application de R dans 'intervalle [—1, 1| définie par:
(2) g l'app ; p
g (x) =sin (7z).
(a) Cette application est-elle injective? surjective? bijective?
(i) g n’est pas injective car: si 1 = 0 et x5 = 2; 21 # 2 mais: g (x1) = g (x2) = 0.
(i

(iii

—1 <sin(mwz) < 1= g est surjective.

g n’est pas bijective car elle n’est pas injective.

)
)
)
(b) Montrons que la restriction de g a ] %1, %[ est une bijection de ]%1, %[ sur |—1,1].

Soit h la restriction de g a ] %1, % [ =

B }‘21,;[—4—1,1[
v h(z) = sin(rz).

(i) h est surjective car: si @ € | 5+, 5[ alors —1 < sin (7z) < 1.
(ii) il reste & montrer que: h est injective?
Soient @1, 2 € |5, A [, si h(21) = h(z2) = sin (7z1) — sin (7z2) =0

= 2sin (71'7('“;“)> cos (71'7('”1;“”2)) =0

sin (W@) =0=2;—22=00u (331 — xo = 2 (impossible dans ]%1, % [)) ,
= { ou bien

cos (W@szg =0 =21 + x5 =1 cas qui n’est pas possible.
= x1 = T2 = h est injective
Conclusion: h est bijective car elle est injective et bijective.

Exercice 03: Les applications suivantes sont elles injectives, surjectives, bijectives ?

(a) f : R*—=R (b)g:Z—N (c) h:RT — R*
sinx
T o x i |z| — [z]. x— V.




f : R*=R
sinx
T — .
T

(i) f n’est pas injective car: 1 = 2w, 29 = 47,21 # x2 mais f (1) = f (z2) = 0.
(ii) Pour surjective: si on pose l'application h (z) =sinz —z = b’ (z) = cosz — 1,

= h' () < 0= h est décroissante,

= le seul cas pour que h (z) = 0 quand z = 0 donc pour y = 1,Vz € R* sinz # =z,

= ST o] = f(z) # 1.
Alors f n’est pas surjective.
Conclusion: f n’est pas bijective car elle est ni injective ni surjective.

(b)
g : Z—N
e R CF
[] désigne la partie entiére qui est donnée par définition: [z] = maxy avec y € Z et y < .
(i) g n’est pas injective car: x; = 1,29 = 2,21 # 22 mais g (z1) = g (z2) = 0.
(ii) Pour surjective: on a pour z € Z*,g(x) =0etsiz € Z7,g(z) = —z — x = —2z € N qui est pair.
= Vy = 2k + 1 (impair),Vz € Z, g () # y. Alors g n’est pas surjective.
()
h : RT =Rt
Tz — Jz.

(i) Soient z1,22 € RT, h(z1) = h(z2) = /o1 = /T2 = o1 = X2 car h est strictement croissante, ce qui
implique que h est injective.

(ii) Pour surjective: Vy € RT, 3z € RT tel que: y = /z (il suffit de prendre z = y?).

= h est surjective
Conclusion: h est bijective car elle est injective et surjective.
Exercice 04: Soit f de [0, 1] dans [1, 4+o00[ définie par:
1
V1—a?

(1) Montrons que f est une application et qu’elle est bijective.

f(x) =

(i) f est une application < Vz € [0,1[,3y € [1, +o0[ tel que: f (z) = y?

f(x) = —=2—=5 >0carz € [0,1][ = f est croissante de plus on a:

(1-a2)3
f0)=1et limlf(m) = +o00,
= f([0,1]) = [1,4+o00[ d’oit f est une application de [0, 1] dans[1, +oo].

(ii) Montrons que f est bijective.

* f est injective car: V1,22 € [0,1], f(21) = f(22) = ——=—= =

:>$%:$%:>{L’1:.’B2.



1

* f est surjective car: Vy € [1,4o00[ ,3x € [0,1] tel que: f (x) =y = Wit

oo 2

Conclusion: f est bijective car elle est injective et surjective.

€ [0, 1[car y > 1.(c’est la formule qui donne f~1!)

(2) Puisque f est bijective alors I'application réciproque est donnée par:

N
_ Vy?—1
y - =YL
Yy
Exercice 05:  Soit h : R — R définie par: h (z) = T
(1) h est elle injective? Justifier.
Montrons que: V1,22 € R, si h(z1) = h(x2) alors 1 = 257
3 3 — 1 — T2
Soient x1,z2 € R, si h(x1) = h(z2) = T T e
= 1 et xo ont le méme signe,
@i @) 2 _ .2
= m = m = .’I/'l = 1'27
= 27 = x9 (car x1 et x2 ont le méme signe) = f est injective.
(2) h est elle surjective?
Montrons que: Yy € R, 3z € R tel que: f (z) = y.
fl)=y& ﬁ =y (z et y ont le méme signe),
= (372—1—1) Yy =22 &2 (1—y2) =92
=y # *1 et y € |—1, 1] pour garder les signe donc:
y2
Siyel]-1,1[,z =+ .
Conclusion: pour y € |—00, —1] U [1, +00[ le = n’existe pas
donc h n’est pas surjective.
(3) D’apres (1) et (2)
g : R—=]-1,1]
x

r - g =

V2 + 1

est une application bijective avec:

2 .
1f$2 siz>0

z - g ' (z)= —
—\/ 1oz siz <0

Exercice 06: Soit h I'application de R dans R définie par: h (z) = zﬁil.

(1) Vérifions que pour tout réel a non nul on a: h(a) =h ().

hia)—h (L) = A —%zOéh(a):h(%).

a a?2+1
L’application h est-elle injective? Justifier.

h n’est pas injective car pour: z; = 2 et xzo = %,xl # x9 mais d’apres (1) h(2)

(2) Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [1,4+o0[ par f (z) = h(x).

=Y



(a) Montrons que f est injective ¢-a-d :

Vay,x0 € Risi f (z1) = f(x2) = 21 = x9.

En effet: si f (z1) = f (22) = % = éﬂfl = (r1 —x2) (1 —x122) =0

= (1 = x2) ou (3:1 = i) cas qui n’est pas possible pour: z1,29 € [1,400[ sauf si 1 = o = f est

injective.
(b) Veérifions que: Vz € I, f (z) <2.

_9(r—1)2
Soitxe[,f(x)—2:%SO:f(x)SZ

(c) Montrons que f est une bijection de I sur ]0,2] et trouvons f~1 (z).

On a: f est injective de plus:
f est surjective car: Vy € ]0,2] , 3z € [1, +o0[ tel que: f (z) = y.

En effet: 2% =y = y2? 4z +y=0,A =16 —4y> > 0 car: y €]0,2],

= x1 =2+ 2y/4—y3%0u 5 = (2 —24/4 — y2> < 0 une solution qui ne convient pas,
=z =2+ 2,/4 —y? qui existe Vy € ]0,2].

Conclusion: f est bijective car elle est injective et surjective.

De plus 'application réciproque est:

7t 0 0,2] = [1, +oof
r o~ flz)=2+2V4— 22

Exercice 07: Soit f : R — R définie par: f (z) =

T

241"

(1) Calculons f(2) et f(1). f est-elle injective?
f(2)=f(3) =2 = f n'est pas injective car:
pour 1 =2 et x5 = %7331 # xo mais f(2) = f (%)

(2) Reésoudre dans R : f (z) = 2. f est-elle surjective?
f(x)zQ@ﬁ:2<:>2x2—:c+2=Oz>A:—15<0,

= D’ensemble des solutions est vide (0)), donc pour y = 2,Vz € R; f (z) # 2,
= f n’est surjective.

(3) Déterminons f (R).(Indication: utiliser (z + 1)> > 0 et (z — 1)* > 0).
ona: (z+1)72>0et (z—1)7°>
St st ® =4,

_x
—Ierl—

>0=>224+1> -2zet z?+1> 22,

Exercice 08: Soient a, b, c et d des réels non nuls donnés, et soit f définie comme suit:

f : A—B

axr + ¢

Comment doit-on choisir les plus grands inconnus A et B et les autres constantes pour que f soit:
(1) f est une application si Vo € A,3y € B tel que: y = f (z).
On remarque que f (x) existe pour tout x # f% = A=R- {75

(2) f est injective & Vy,20 € A, f(x1) = f (22) = 21 = Ta.



f(z1) = f(x2) = % = % = (az1 + ¢) (bza +d) = (bz1 + d) (azs + ¢),
= abx1x + adry + cbxo + cd = abri1xo + bexy + dazs + cd,

= adxy + cbxo = bexy + daxo,

= (ad — bc) x1 = (ad — bc) xa,

donc pour que 1 = x5 il suffit que: (ad — be) # 0.

Conclusion: pour que f est injective il faut que:

(ad —bc) # 0 et A =R — {—4}(la condition de I'application).

(3) f est surjective & Vy € B, 3z € A tel que: f (z) =v.

fl@)=y& ‘;fj__s =ysart+c=br+d)yez= Zi_b; qui existe si y # %.
f est surjective & y # 7,
& B=R-—{%}et A=R-— {—% (la condition de I'application).

(4) f soit une application bijective < f est une application injective et surjective donc:

A=R—{-%}, (ad—bc) #0et B=R—{4}.



