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Exercice 01: Complétons les diagrammes suivants pour qu’une relation binaire 3, sur 'ensemble
A={1,2,3,4}, soit:

(1) Symétrique, transitive mais non réflexive.

Ri1|2 |3

N

HH*

|+
+|+|H

(2) Reéflexive, non symétrique et non transitive.
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On remarque que 3R4 mais 43 donc R est non symétrique, et 1R3 et 3R4 mais 14 ce qui implique
que R n’est pas transitive.

(3) Une relation d’équivalence, puis donner la classe d’équivalence de chaque élément de A .
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c(a) ={a € A/zRa} = cl(1) = cl(2) = cl(3) = cl(4) = {1,2,3,4}.
Exercice 02: Soit I’ensemble E = {1,2,3,5,8,14, 17}, et soit la relation définie par:

x%y(z}xT—i_yeN.

(1) Montrons que R est une relation d’équivalence dans E C N.
a) R est-elle réflexive?

R est réflexive & Vo € E, xRz,

Ve € E, %ﬂ =1z € N= zRzx = R est réflexive.

b) R est-elle symétrique?
R est symétrique < Vz,y € E, xRy = yRx.
Soient x,y € E.si xRy = % eN= HT"” eN

= yRz = RN est symétrique.

¢) R est-elle transitive?



R est transitive < Vz,y,z € E, 2Ry et yRz
= zRz.
Soient x,y,z € E, xRy et yRz d’ow:
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= xRz,

= R est transitive.
Conclusion: R est une relation d’équivalence dans E.
(2) trouvons Les classes d’équivalences.
La classe d’équivalence d'un élément x € E est donnée par la définition:
z={y € E,zRy}.

Ry & % € N alors:
1=1{1,3,517} et 2 = {2,8,14},

ce qui implique que I'’ensemble quotient est:
E/R={1,2}.
Exercice 03: Soit R la relation binaire définie sur Z x N* par:

(z,y) R(z',y) & zy —2'y=0.

(1) Montrons que R est une relation d’équivalence.

a) R est-elle réflexive?
R est réflexive & V(x,y) € Z x N*, (z,y) R(z,y).
V(z,y) €Zx N = zy —xy =0= (z,9) R(z,y) = R est réflexive.
b) R est-elle symétrique?

R est symétrique < V (z,y), (z',y') € Zx N*, (z,y) R(z",y') = (2",y') R(z,y).
Soient (z,y), (z',y") € Zx N*si (z,y) R(2',y') = oy’ — 2’y =0 =2’y —ay’ =07
= (2/,y’) R(x,y) = R est symétrique.

¢) R est-elle transitive?

R est transitive < V (z,y), (z/,y"), (2",y") € Z x N*, (z,y) R (2", y') et («/,y') R (z",y")
= (z,y) R(z",y").
Solent (z,y), (z,y'), (z",y") € Zx N*, (z,y) R (', y) et («",y') R (2", y") dou:

/
zy —x'y = Oeta’y’ —2"y =0=2"= et car y € N,
Y

zy z
= Tyy” -2y =0= gy” — 2" =0 car y € N,

= ay’ —yr" =0= (z,y) R(z",y"),
= R est transitive.

Conclusion: R est une relation d’équivalence dans Z x N*.



(2) Déterminons ¢l ((1,2)) et ¢l ((—1,2)).
d((1,2)) = {(z,y) € Zx N (z,y) R(1,2)}.
(z,y) R(1,2) & 20—y=0=cl((1,2))={z(1,2),x € N*}.

Par suite:

cl ((_1’2)) = {(mvy) SRS N*7 (a:,y)R(—l,Z)},
(z,y) R(-1,2) & 2z2+y=0=d((-1,2) ={z(1,-2),z€Z"

Exercice 04: On définit dans Z la relation S par:
aSb< a<b+ 1.

(1) Vérifions que 0 .S 1 et 1 .S 0.Donnons une conclusion?

0<141=051etl1<0+41= 150 alors la relation S n’est pas antisymétrique.

(2) Soit R la relation définie sur Z par:
aRb < a(b+ 1.

Montrons que R est une relation d’ordre dans Z.
a) R est-elle reflexive?
R est réflexive < Va € Z, aRa.

Va € Z,a{a + 1 = aRa = R est réflexive.

b) R est-elle antisymétrique?
R est antisymétrique < Va,b € Z,aRb et bRa = a = b.

Soient a,b € Z,aRbet bRa = a{b+1 et bla+1,
= a<betb<acar abeZ,
= a = b= R est antisymétrique.

Autre méthode: on a
a—1<b<a+1=b=a,

car on a un entier compris strictement entre deux entiers consécutifs.
¢) R est-elle transitive?

R est transitive < Va, b, c € Z,aRb et bRc = aRc.

Soient a,b,c € Z,aRb et bRc = a(b+ let b(c+1=>a<betb<c=a<c,
= a < c+ 1= aRc= R est transitive.

Conclusion: R est une relation d’ordre.

Exercice 05: Soit R la relation définie sur N par:

Ve,y € N,aRy < 3k € N,z = ky.

(1) Montrons que # est une relation d’ordre dans N.
a) R est-elle réflexive?

R est réflexive < Vo € N, zRx.
VeeN,dk=1e N,z =12 = 2Rz = R est réflexive.

b) R est-elle antisymétrique?



R est antisymétrique < Vz,y € N, aRy et yRe = = = y.
Soient x,y € N, zRy et yRa = Tk € N tel que: x = k1y et Fko € N tel que: y = ko,
= ¢ =kikox = k1ko =1= k1 = ko =1 =z =y = R est antisymétrique.

c) R est-elle transitive?

Rest transitive < Vz,y, z € N, zRy et yRz = aRz.

Soient x,y,z € N;zRy et yRz = k1, ks € N,x = k1y et y = koz,
= 1 = k1koz = Jk3 = k1ks € N,z = k3z = R est transitive.
Conclusion: R est une relation d’ordre.

(2) Cet ordre est-il total? Justifier.

L’ordre est partiel car pour 2 et 3,Vk € N;2 # k.3 et 3 # k.2, alors ni 2R3 ni 3R2.
(3) Déterminons, s’il existent sup {3,12},sup {3, 7}, inf {3, 12} et inf {3,7} .

a) M est un majorant de A = {3,12} < Vo € A, 2RM.

o { 3IRM & Jk1 e N3 =k M

et 12RM < Jky € N, 12 = koM,
- { M =1 ou 3.(les produits avec k; pour avoir 3)

et M =1,2,3,4,6 ou 12.(les produits avec ko pour avoir 12).
Alors les seuls majorants de A sont: 1 et 3 (I'intersection des deux cas).
D’autre part: 3 =3.1 = 3R1 = sup{3,12} = 3.

b) m est un minorant de A = {3,12} & Vz € A, mRz.

mR3 < Ik € Nym = k13
{ et mR12 & Fky € N,m = ko12.
Alors les minorants de A sont les multiples de 12. (Uintersection des deux cas).
D’autre part: Vm = k112, mR12 = inf {3,12} = 12.

c) M est un majorant de B = {3,7} & Vz € B, zRM.

- { 3IRM & Jk1 e N3 =k M

et TRM < Jky € N, 7 = koM,
- { M =1 ou M = 3(les produits avec k1 pour avoir 3)

et M =1 ou M = 7(les produits avec ko pour avoir 7).
Alors le seul majorant de B est: 1. (Uintersection des deux cas).
=sup{3,7} = 1.

d) m est un minorant de A = {3,7} & Vo € A, mRz.

mR3 < Ik € N, m = kq3.

et mR7 < Jk1 € Nom = k7.
Alors les minorants de A sont les multiples de 21.
D’autre part: Vm = k321, mR21 = inf {3, 7} = 21.

(4) R est-elle une relation d’ordre si on remplace N par Z 7 Justifier.

Pour la relation:
Ve,y € Z,zRy < Ik € Z,x = ky.

Elle n’est pas antisymétrique car:
k1k2:1:>k1:k‘2:10uk1:kngl.(leskiGZ)

Alors 2R (—2) et (—2) R2 mais 2 # —2.



Exercice 06: Soit E l’ensemble des parties de R de la forme |—o0, x] avec z € R, ¢-a-d: F = {]—o00,z],2 € R}.

On définit dans F la relation R par:
VX, Y e E,XRY & X CY.

1) Montrons que R est une relation d’ordre.

a) Rest-elle réflexive?

R est réflexive & VX € E, XRX.
VX e B, X C X = XRX = R est réflexive.

b) R est-elle antisymétrique?

R est antisymétrique < VXY € E, XRY et YRX = X =Y.
Soient X, Y e E, XRY et YRX = X CY et Y C X = X =Y = R est antisymétrique.

c) R est-elle transitive?

R est transitive & VXY, Z € E, XRY et YRZ = XRZ.
Soient X, Y, Z € E,XRY et YRZ =X CY etY C Z,
= X C Z = XRZ = R est transitive.

Conclusion: R est une relation d’ordre.

2) L’ordre est-il total ? Justifier.

Puisque VX1, X5 € E on a: X1 =]—00,21] et Xg =]—00, x2] alors on a 'un des deux cas:
a) Sizy <zo= X7 C Xo= XiRXo.

b) Sixzo <z = Xo C X1 = XoRX;.

Alors l'ordre est total.

3) Soit F' C E défini par: F' = {]—o0,z], z < 5}.
a) Déterminons 'ensemble des majorants de F.

M est un majorant de F' < VX € F, XRM.
Soit X € FF XRM =X CM =M =]-00,5]UY avec Y C [5,+o0].
Alors ’ensemble des majorants est:

{M =]—-00,5]UY avecY C [5,+o0l[}.
b) Déterminouns, s'ils existes, sup F' et le plus grand élément de F.

Si on pose: My = sup F' alors pour tout majorant M on a: MyRM.
MyRM & My C M = My =]—00,5] =supF € F = max F = ]—o0,5].



