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Exercice 01: Soit le nombre A = 3/2 +5 + \3/2 — /5, montrer que A% =4 — 3A.

En déduire que A = 1.

Solution: (1) Sachant que: (a4 b)* = a® + 3a2b + 3ab? + b3 et V= ()%, alors:

(§/2+\/5+ §/2—x/5>3

AS

- (2+\/5)+3(2+\/5)%(2—\/5)%+3(2+\/5)%(2—\/5)

SRSl CUNCRONCRORICREN

= 4+3[(2+V5) (2—%5)}%14
= 4+3[4-5]F A=4-3A.

Remarque: Si « est une racine d’un polynéme P (x) € Q [z] alors « est un nombre algébrique et on dit

que a € A, si non « est dite un nombre transcendant et on écrit o € 7.
(2) Montrons que A = 1.

On a:
Plz)=a2"+3z—4=(z—1) (2> + 2 +4)

sachant que pour 22 +z +4 =0, A = —15 < 0 ¢-a-d les racines sont complexes et donc la seule racine réelle

est A =1 car dans notre cas A est une racine de P (z) = 23 + 3z — 4.

Exercice 02:

Rappels: x

(1) Reésoudre dans R :

a)
22 + 1| < |52 — 2|.

22+ 1] < |5z — 2| = 22+ 1)* < (5z — 2)° = 422 + 42 + 1 < 2522 — 20z + 4

= 2122 — 24z +3 > 0,A =324 =z = 218 =1 4 = 24518

Alors ’ensemble des solutions est: S = ]foo, % [ UJl, 400

Autre méthode:

On a: 2x—|—1:0:>x:—%7alors le signe de 2z+1 est: —c0 — —%

et



br—2=0=x= %, alors le signe de bx — 2 est: —o0 — % + + o0, ce qui
donne

T —00 —% % +00

|22 + 1] -2z —1 2z +1 2z +1

|5z — 2| —bx + 2 —5x + 2 Sx — 2

|2z + 1| < |5z — 2| —2r—1<br+2 2e+1< =5z +2 2e+1<bxr—2

>z <1 = x < % =z>1
S[ Sl :]—OO,—%] 52: [—%,%[ 53:]1,—1'00}
L’ensembles des solutions est: S =51US,US3 = [—o0,+[U]1, +oo[.

Remarque: Dans chaque colonne n’oubliez pas l'intervalle ou le x appartient.
b)
|m2 — 4| ==z
Comme condition nécéssaire il faut que: = > 0, d’ou:
2—d=gx=>a22—z—-4=0
\1:2 — 4| =& ou
22 —Ad=—x=2’+zx—-4=0

=
£, = 1+2ﬁ ou 23 = =17 ( ne convient pas)
ou
€, = —H—Zm ou Ty = _1%@( ne convient pas)

Conclusion: I'ensemble des solutions est: S = {

c)

1417 71+\/17}
2 T 2 :

|z — x| = 0 > 2 impossible dans le cas ou: = < 0,
|z +[z|| > 2 = ou
|z +z| =2x| >2 siz >0.

Dans le 2éme cas: implique que: |z| > 1=z € |—00, —1[U]1, 4+00].
Conclusion: 'ensemble des solutions est: S = |1, 4+o0[.(car dans ce cas = > 0)
(2) Montrons que, pour z,y € R, on a:
a)
|2+ y| < [2] + [y| oubien: (|z+y))* < (|z| + |y))*?

Carsi o, € RT, (a < B) & (o2 §62).
(| +2y|)2 =@+ y)? =22+ + 2y |z* + |y* + 22y < |2” + |y* + 2 |ay|
= |z|” + y[" + 22| ly| = (J=| + [y])" = |z +y| < |z|+ [y].

b)
. 2 2
[z =yl > [lz] = |yl| oubien: (Jz —y[)” > ([|l= —|y[[)™?

(Jz = y)* = (z - y)*

= +y? = 2oy = |of* +|yl” — 209 > [a” + |y — 2|y
= Jz|* +1y[* = 2Jz| ly| = (ll = ly))* = (llz| = 91)* = |z —y| = l|z| = [y]I.
Exercice 03: Mettre sous forme d’intervalles (ou union d’intervallles) les ensembles suivants:
(1) A:{xeR,x224etx<5}.
>4 22-4>08 (r-2)(+2)>0& 2 €]-00,—2[U]2,+00], mais z < 5 =
A =]—00,—2[U]2,5].
(2) B={zeRV2r+1-Vao+1>1}.

(1) Pour que I’équation soit bien définie il faut que:



2x+1206tm+120:>a:2—%etmz—ldoncxz—%.
Deplus: V22 +1—vVz+1>1a V22 +1>1+x +1,

o (WV2EF)’ > (1+veF) ew+1>a+1+1+2/a+1
sr—1>2 x+1<:>(x—1)2>(2\/m>2avecac21.
sr?-2z+1>4(z+1)e2?-62-3>0=>A=24
:>.731=677%/ﬂ=3+\/66t$2=3—\/6.

Conclusion: I’ensemble des solutions est: S:]?)—&—\/é, —I—OO[.

Exercice 04: Soit n un entier naturel non nul.

(1) Calculons:
(D" et JT (=D,

k=0 k=0

n
(1) Z (=1)* est une somme partielle d’une suite géométrique de raison (—1).
k=0

Alors:

- B 1— (-
R

. 0 si n est impair,
- 1 si n est pair.

k=0
— ()R (71)%@“)
1sin =14k
_ (1) sin=4k+1
B (—1) sin=4k+2
1sin=4k+3
(2) Vérifions que: 2 = 27 — %H
11 (e —(k=1) 2
F1 TR T (DD R
Alors
1 I 2 1 1 "o
kz::zk?—l 2 £k -1 QLE_:I@—1 2kt
_ 1t 1 11 1 1 1
= 3 <1+2+ +n_1>—<3 Z+ 15 n—}—l)]
1111
2_1*2717”1}
I[2n(n+1)+n(n+1)—2(n+1)—2n
-2 2n(n+ 1) ]
1[3n2—n—-2
ey )




(3) Calculons:

k=1
= (2 +3!+...+(n+1)!)—
= (n4+1) -1
" [(k+1) —1]
k=1 (k+1)
k1) & 1
;(k+1)'_;(1f+1)!
n 1 n 1
;E_k:l(kﬂ)!
1 1 1 1 11
(1!+2!+3!—|—...+n!>—<+3'+
1
L T

(4) Sachant qu’on a le bindme de Newton:

On développe:

Ce qui implique que:

et

(x+1)" = ZCﬁxk x 177k =
k=

ICE

k=0

[(k+1) — 1] x k!

) x k! — Zk'

(k+1 '—Zk'

+ b)n _ Z Crliakbn—k.
k=0

n

SOk (-1

0

n

k=0

ZCkxlk (14+1)" =27

chu’ck.

(42143 4 .. +n))

—-1+1)"=0"=0.
k=0
Exercice 05: Soient P, et R trois propositions:
(1) En utilisant la table de vérité, montrons que:
() [(P=Q)AR] & [(PVR)= (QAR)]
P|Q|R|P|R|P=>Q|PVR|QAR|(P=Q)AR | (PVR)=(QAR) | (x
1 {110 ]0 |1 0 1 1 1 1
1711010 (1|1 1 0 0 0 1
1]0 |1 |0 |01 0 0 1 1 1
110 (0|0 |11 1 0 0 0 1
O(1 (1|1 |0]1 1 1 1 1 1
0Oj1 |01 |11 1 0 0 0 1
O[O0 |1 |1 ]0]0 1 0 0 0 1
0O (0|0 |1 |10 1 0 0 0 1




(2) Sans utiliser la table de vérité, montrer que:
) [(P=Q)AR] < [(PVR)=(QAR)].
(P=Q)AR] & [(PVQ) AR <[(PAR)V(QAR)
< [(PAR)=(QAR)] < [(PVR)= (QAR)].
2)[(PVQ)A(PVQ)] & (PeQ).
(PVQ) & (P=Q)etPVQeQVP&(Q=P)

alors : [(PVQ)A(PVQ)] & (P=Q)A(Q=P)
& (PeQ).

Dans les deux preuves on utilise le fait que

(P=Q) o (m) — (m@) s (PVQ).

(3) La proposition [(P A Q) = (PV Q)] est-elle vraie?

L’implication est fausse dans un seul cas si la 1ére est vraie et le seconde membre est faux.
Dans notre cas (P A Q) si elle est vraie alors @ est vraie ce qui implique que (P \Y, Q) est vraie, alors
I'implication est vraie dans tous les cas.

Exercice 06: Ecrire, a ’aide de quantificateurs, les propositions suivantes:
(1) Certaines réels sont strictement supérieurs a leur carré.
Jdz € R,z > 2.
(2) Aucun entier n’est supérieur a tous les autres.
C’est la négation de: In € Z,Vm € Z,m < n, c’est a dire: Vn € Z,3Im € Z,m > n.
(3) Il existe un entier multiple de tous les autres.
dn € Z,Ym € Z,3k € Z,n = mk.
(4) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Ve,ye Rox<y,da€Q,z<a<y.
Exercice 07: (1) Ecrire la négation et la contraposée de la proposition suivante:

VzeR)FyeR);z<a=y>b

La négation est: (Jz € R) (Vy e R);(z <a)A(y <D).
La contraposée est: (Vx € R)(FyeR);y <b=z > a.
(2) Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier

(P1):YmeN,Ine N;n>m+ 1.
Ici n dépend de m. Elle est vraie car il suffit de prendre: n = m + 2.
(Py):JzeRVyeR,xz+y>0.

Elle est fausse car il suffit de prendre y = —zx.
Pour meilleux comprendre on passe a la négation:

(P):VzeRIyeRz+y<0=y< —a.
qui est vraie car il suffit de prendre y = —z. Donc la méme cause donne (P,) est fausse.
(P3):VzeR,Jy e R,z +y > 0.

Elle est vraie car il suffit de prendre: y = —z + 1.



Exercice 08: En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que:
(1) Siz et y sont différents alors les nombres (z + 1) (y — 1) et (z — 1) (y + 1) sont différents.

On suppose par absurde que (z+1) (y — 1) = (x — 1) (y + 1),
szy—zcrx+y—l=asy+ax—y—1,
= 2y = 2z = x = y (contradiction avec ’hypothese).

(2) Sia et p sont deux entiers naturels, alors:

(p premier et p divise a?) = p divise a.

Si p premier et p divise a? = Ik € N tel que: a’>=k-p=>a-a=k-p,

{ a divise p et k divise a contradiction avec le fait que p est premier, . .
= p divise a.

ou bien p divise a et a divise k,

(3) Sin est premier alors y/n est un nombre irrationnel.

Supposons par absurde que: /n est un nombre rationnel,

= 3a,beN*, (anb) =Tet V=% =n=(2)°,

= n-b% = a? = n divise a,

= n divise a car n premier,

=a=k-n,keN,

= b? = n - k? = n divise b?, mais n premier,

= n divise b,

= n # 1 est un diviseur commun de a et b contradiction avec (a Ab) =1,
= /n est un nombre irrationnel.

(4) V/2 est un nombre irrationnel. Déduire que, v/2 ++/3 est irrationnel.
D’apres (3) V/2 est un nombre irrationnel. Supposons que v2 +v/3 est rationnel
1 1 (vV2-V3) B
R Al W=y R e } €Q=Vv2-V3cQ

La somme des deux nombres (ﬂ +\/§) et (\f — \/g) donne que 2v/2 € Q,
= /2 € Q (contradiction).
Ce qui implique que: /2 ++/3 est irrationnel.

Exercice 09: Montrons par récurrence:
(1) Vn € N,4™ 4 6n — 1 est un multiple de 9.(R,,)

lére étape: pour n =0,4° - (6 x0)—1=0=0x9,

= 4% — (6 x 0) — 1 est un multiple de 9

= Ry est vraie.

2éme étape: On suppose que (R,,) est vraie pour un n € N fixé (’hypothese de récurrence), et montrons
que (Rp41) Vest aussi, c’est-a-dire:

471 4 6 (n 4 1) — 1 est un multiple de 9.

En effet:
4l 4 6(n+1)—1=4x4"+6n+ —1+6 =9k + 3 x 4" + 6 (I’'hypothése de récurrence)
=9k +3(9% —6n+1)+6=9(k+3k—-2n+1),
= 4" 4+ 6(n+ 1) — 1 est un multiple de 9
= (Ry41) est vraie.
Conclusion:
Vn € N,4™ + 6n — 1 est un multiple de 9.

(2) Vn e N*, 271 <nl.. (R,) avecn! =1...(n —1) (n —2)n et 0! = 1.



lére étape: pour n = 1,271 =29 =1 < 1! =1 = R, est vraie.
2éme étape: Supposons que (R,,) est vraie pour un n € N* (I’hypotheése de récurrence), et montrons
que (Rp41) Vest aussi, c’est-a-dire:

2" < (n+ 1)L
En effet:
2" = 2x2" ' <2xnl<(n+1).n!=(n+1), carn>1,
= (Rp+1) est vraie.
Conclusion:

VYn e N*, 2771 < pl.

(3)¥n € N*, " k3 = M (R,

k=1
1

P q 2 2
lére étape: pour n =1, Z B=13=1et % = 1= R, est vraie.
k=1
2éme étape: Supposons que (R,) est vraie pour un n € N*, et montrons que (R,4+1) Pest aussi,
c’est-a-dire:

n+1
Zkgz(n+1)2(n+2)2
1 :
k=1
En effet:
n+1 n 2 2
1
Zk?’ - Zk3+(n+1)3:%+(n+1)37
k=1 k=1
2 2
+4n+4
= T )] = ) |
1)? 2)?
= (n + )4(n+ ) = (Ry,41) est vraie.
Conclusion: N )
2
1
VnEN*,Zk‘g:%.
k=1
* Calculons: S =1343%4+5% 4+ ...+ (2n+1)°.
) 2n—+2
S = 13+33+53+...+(2n+1)3:Zk3—(23+43+63+...+(2n+2)3),
k=1

_ (24 2)24(2"+ 3y (P+2+8 .+ +1°),
(2n +2)* (2n + 3)* — 93 ((n +1)* (n+ 2)2>
4 1 |

?) (n+1) i2n+3) (23)<(n+1)4(n+2) )
- W[4(2n+3)2—8(n+2)2},
= (n+1)?[2n* +4n+1].

(4)Va e RY,VneN,(1+a)" > 1+na...(R,)
lére étape: Sin=0,(14+a)’ =1 et14+0xa=1= (1+a)’>140xa,
= Ry est vraie.



2éme étape: Supposons que (R,,) est vraie pour un n € N fixé (’hypothése de récurrence), et montrons
que (R,11) Vest aussi, ¢’est-a-dire:
(1+a)"" >1+n+1)a.

En effet:
(140" = (14a)(14a)" > (1+na)(1+a) ’hypotheése de récurrence),
mais : (14+na)(l4+a)=14+na+a+na®>=1+(n+1)a+nd?,
> 14+ (n+1)a,
= (Rp41) est vraie.
Conclusion:

Va e RT,VneN,(1+a)" >1+na.

(5)¥n > 1, (n+ 1) > ik!. (Ry)

lére étape: pour n = 1,Zk! =ll=let (1+1)! =2,
k=1
= R; est vraie.
2éme étape: Supposons que (R,) est vraie pour un n € N*, et montrons que (R,4+1) Pest aussi,

c’est-a-dire:
n+1

(n+2)!>> k.
k=1

En effet:
n+2)! = (n+2)(n+1)!
n
> (n+2) Z k! (d’apres 'hypotheése de récurrence)
k=1
> 42 +20+ 4] >1U+2 4+ (n+1+1)nl
n+1
= U424 4nl+m+D) =)k,
k=1
= (Rp41) est vrale.
Conclusion:

n

Vn>1,(n+1)>> k.
k=1

Exercice 10: A, B et C sont trois parties d’un ensembleF . Montrons que:

(1) AuUB=AnC&BCACC.

7 =7 Montrons que:
AUB=AnC=BCACC.

a) Montrons que: B C A.

Si : xzeBalorsxe AUB,
= x € ANC d’aprés 'hypotheése,
= x€ A= BCA.

b) Montrons que: A C C.

Siz € Aalorszre AUB
= zeANC=zcAetzecC=ACC,
= BCACC.



7 <7 Montrons que:
BCACC=AuB=AnNnC.

a) Montrons que: AUB C ANC.

reA=x2eC

Sioc mGAUBalors:{Ou$EB:>x€A:>xEC

= zxzeANnC.

b) Montrons que: ANC C AU B.

si ze ANCalorsxe A= 2 AUB.

(2) Montrons que:
AcBeCEccoi

a) Montrons que:
AcBeCEccos.

" =7"SizeCPalorsz € Eetx¢ B,

ce qui implique que: z € Eet z ¢ Acar AC B= x € Cp.
"«<"SizcAalorsx ¢ Cf =2 ¢ CE=2¢cB.



