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TD.N°3 : Fonction réelle d'une variable réelle : Limites, continuité et dérivabilité.

Exercice 1.

Déterminer lg dolmaine de définition, puis éicudier la parité de chacune des fonctions suivantes :
e’ + xr —

D f@) =5 2@ =n(m).

Exercice 2.

Les fonctions suivantes sont-elles minorées 7 majorées? dans le cas affirmatif, déterminer un

majorant et/ou un minorant :

1
1) f: R — R tel que f(z) = —2sin(2? + 2z — 1), 2) g: R — R tel que g(z) = T
2 1
h:R— R tel hz) = ——— 4) k :10;5] — R tel k(x) = - )
3) el que h(z) pp— ) k:]0; 5] el que k(x) =+/x T2

Exercice 3.
Soient f,g,h: R — R tel que h(x) = va?2+1, g(x)=In(z+ h(z)), flz)="—.
x

1
1 Vériﬁer uehﬂ’,‘ —{—:C:—
) aue 1) 2+ 11—
2) Déterminer Dy, Dy, Dy.

3) Calculer e9®).e9(=2) f(z) — f(—z) et en déduire la parité de f, g.

et montrer que h(z) +z >0,V € R.

Exercice 4.

sin x
1) Calculer lir% ——. (Utiliser le cercle trigonométrique).
xT—r €T

L, . .. l—coszx . 1—-cosx . tanz . sinoax . rsinx
En déduire im ——, lim ————, lim , lim ——, lim ———.
z—0 T z—0 2 =0 x—0 8in fx’ 201 — cos? x
I e o In(1+t
2) Calculer lim (14 —)". (Utiliser lim M)
T—>+00 x t—0 t
z . 1 . 2\ 32 . 3y et
En déduire lim (1 + E) ,  lim (1 + a:) ¢ lim (1 + —)3 et lim (x + ) .
r——+00 €T z—0 x—~+00 €T z—+oo \x + 1
3) Calculer les limites suivantes, lorsqu’elles existent :
222 — 3 1 2 -2 1 21
1) fim YT oy ST TS gy g Vita -y T
T—+400 T z—1 212 2—1— 4x — 6 T—+00 22
1 2 T -7 =1
. B . S
4)91612%1—x 1—a% 5)xgr+nooa:+ex’ 6)}:12(1)x2e '
Exercice 5. . .
Soient f?g : ]R\{_L 1} — R\{_L 1}7 f(l') = ?7 g([E) = 1 :
x —
1) Déterminer f o g, go f et étudier la parité de f + g et f.g.
2) @) = 2 admet-elle une racine sur [1, 1].
x
Exercice 6.
1) Etudier la continuité des fonctions suivantes
2 —4 six <0, In(z?+1) sixz <0,
filz) =% 22-2 si0<z<4, et folz)=q -1 -0
202 —br +4 six >4, 22+ 3 s :



2) Pour quelles valeurs de m € R, les fonctions suivantes sont-elles continues sur R :

—x stx <0 )
9 - 22+ mx six <2,

gi(x)=1¢ 2° si0<z<l1, et gQ(:c):{\/m siz> 9

mx—1 stx>1.

Exercice 7. )
—cosw

1) Soient f :] = %,5[— R, f(x) = ———, [ est-elle prolongeable par continuité en 07 Si
sin® z

oui, déterminer son prolongement.

2) Les fonctions suivantes peuvent-elles étre prolongées par continuité au point 0.
1 sin 2x tanx — sinx

hl(l') = X COS 0 hg(l’) = m, hg([[‘) = 77 h4<l’) = ei.

Exercice 8.

1) Vérifier existence d’une racine dans [0,1] de : 22° + 3z — 2 = 0.
2) Soit z* + 5a® —a? +x — 1.

Montrer que le graphe de g coupe l'axe (2’ox) en zy €]0, 1].

Exercice 9.

En utilisant la définition de la dérivée, calculer les limites suivantes :

. tanxz . 1l—cosz . In(l+z) . Vr+1—1 _ sinmz . 2—=x
lim - lm—=, lim—— 1

,  lim , , ,  lim ,  lim .
z—0 z—0 €T z—0 €T z—0 €T z—1 o —1 z—=2 " — 2

Exercice 10.

_ 224+ 2x+2 sizx<0, abeR
JR—R, f(a:)—{ ar+b six >0,
1) Déterminer C' = {(a,b) € R?; f continue sur R} et D = {(a,b) € R?; f dérivable sur R}.
2) Pour (a,b) € D, calculer f'(x) et étudier sa continuité. f est-elle de classe C''(R).

Exercice 11.
1) Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes au point zy :

sin?(7x)

) ={ Z—1 Srrb w=l o o pay = Vr -2, w=2

0 st x =1,

2"sint sixz#£0, ncN-
— x
9(@) { 0 six =2,
i) Etudier suivant les valeurs de n, la continuité et La dérivabilité de f.
ii) Ensuite la continuité de la fonction dérivée f’.

Exercice 12.
1) Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :

fla) =609, o) —lallnz), fo(e) =%, fule) = tan (1), fole) = /1

2r 4+ 1\4 . arctan(z? + 1) 1 + cosh(z?)
folw) = (T25)  Frl@) = avesin(va? =), fu(e) = SEm 2 o) = —D
2) Déterminer les dérivées secondes des fonctions suivantes :

g1(x) = arccos(Inx), go(x) = (23 + 22+ 1)e?*, g3(x) = (arctan ).

3) Déterminer les dérivées d’ordre n : hy(x) = T ho(z) = we®.
-

2



Exercice 13.
En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que,

1 1
V:L‘>0,I—+1 <Iln(z+1)—In(z) < "
Calculer lim /z(In(z + 1) —In(z)) et lim z(In(z 4 1) —In(x)).

Tr——+00 r——+00
1.z
En déduire que : lim (1 + —) =e.
xr——+00 T
Exercice 14.

1) Calculer les expressions suivantes :

sin ( arccos */73) +cos ( arcsin ﬁ), arcsin (sin 5), arcsin ( sin 5—”), arccos (cos E), arcsin (sin 7—”).

2 6 6 6 6
2) Simplifier
sin(2 arcsin z), sin(2 arccos x), cos(2 arcsin ), cos(2 arccos z), sin(2 arctan x), cos(2 arctan x).
3) Calculer : A = cos (arccos % + arcsin %), B =sin (arccos }l + %)
4) Résoudre dans R :
arcsin x = arcsin % + arcsin %, arccos r = 2 arccos %.
arctanz = 2arctan 5, (Utiliser tan(a + b)).
arcsinx = arccos 5 + arccos 3, (Utiliser sin(a +b)).

Exercice 15.
Montrer que
7
1)Va € [-1,1] : arccoszx + arcsinx = 5
2)
, stx >0,
arctanx + arctan — = ¢ 27

X 55 SZ$<0

e

1
3) Ve < 1: arctan<1+m

. o
—x) arctanz = .
Exercice 16.
1) Enoncer les théoremes de Rolle et des accroissements finis.
2) Soit f : [a,b] — R, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b].
On définit la fonction auxilliaire ©(x) de telle sorte que :
Vo € [a,b] : ©(x) = f(z) — f(a) — A(z — a), ot A est le réel constant tel que O(a) = O(b) = 0.
i) Déterminer la constante A.
ii) Est ce que © satisfait les hypotheses du théoréeme de Rolle entre a et b7
f(b) - f(a)
b—a
3) Application : En appliquant le théoreme des accroissements finis a f(x) = arctan x sur |1, %],
montrer que 7 + % < arctanfgl < I+ %.

iii) En déduire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : f'(c) =

Exercice 17.

En appliquant la regle de I’'Hopital, calculer les limites suivantes :
In(x — a) e*—1 . xcosx —sinz e’ < 2 1 )

lim ————, lim ——, lim lim —, lim

T—a ]n(em — e“) " 250 sina z—0 3 TS deo g 20

sinr 1—coszx



