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TD.N°1 : Logique et Ensembles

Exercice 1.
Soit E' = {a, b, ¢} un ensemble. Peut-on écrire ?
VaeB, 2)bCE 3){ctCE 4)0cE 50cCE, 6 {0 cE.

Exercice 2.
Soient A =] —00,3], B =] —2,7] et C =] — 5,400, 3], trois parties de R.

_ C
Déterminer ANB, AUB, ANC, BUC, A=A =C4, A\B, A°nBC, (AUB),
(ANB)U(ANC), An(BUCQO).

Exercice 3.

Mettre sous forme d’intervalles les ensembles suivants :

A={zeR/|z+z||>2}, B={reR/2*<4detz?#1}, C={zeR/Vr+1<1}
et D={reR/1<2?<2}.

Exercice 4.
1) En utilisant la table de vérité, montrer que la proposition :

[(P = Q)N (P= Q)} = ( est toujours vraie.

Application : Soit n € N*. Montrer que n(n + 1) est pair.
2) Sans utiliser la table de vérité montrer que.

[(P:Q)/\R] = {(PvR) —~ (QAR)].
3) La proposition : P A @Q = PV @ est-elle vraie ?

Exercice 5.

1) Soit @ € R*. Montrer que :

Ve>0,ona,a<e=a=0.

2) Sion a, a =0.999... = a = 1.

3) Trouver 'erreur :
Soita=1,ona,a*>=aeta®>—1=a—1dou(a—1)(a+1)=a—1donca+1=1 et alors
2=1

Exercice 6. .

On appelle les nombres triangulaires, les sommes U,, = Z k et les nombres pyramidaux, les
k=1

sommes P, = Z Us.
k=1
nn+1)(n+2)
5 )

1) Montrer par récurrence que Vn € N* on a P, =

2) En déduire > k(k+1), Y k%, [
k=1 k=1 k=1



Exercice 7.

Soit n € N, Vn > 2, on a la proposition.

P :n% —1 n’est pas divisible par 8 = n est pair.

1) Définir la contraposée de P.

2) Démontrer qu'un entier naturel impair n s’ecrit sous la forme n = 4k + r avec k € N,
r e {1,3}.

3) Prouver la contraposée de P. Que peut on conclure ?

Exercice 8.

En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que :

1) La longueur d’un rectangle d’aire égale & 170cm? est supérieur a 13m.
2) Soient a,b € R)onaa# —letb# —1=a+b+ab# —1.

3) Soit n € N* on a v/n?+1€N.

Exercices supplémentaires :

Exercice 9.

Considérons les propositions suivantes :

P:dzeRVyeR, 2+y>0, Q:VreR JyeR;, z+y>0.
R:VieRVyeR;, z+y>0, S:dzecR,VyeR; y?>ux.

Vérifier, si ces propositions sont vraies ou fausses et déterminer leurs négations.

Exercice 10.

Soit n € N*.

1) Montrer que n® pair = n est pair.

2) Montrer par I'absurde que /4 est irrationnel.
3) Montrer que si r € Q* et x € Q alors rz € Q.

32
4) En déduire que ¢/ o7 ost irrationnel.

Exercice 11.
n*(n + 1)

n
1) Démontrer par récurrence que ¥n > 1, on a Z k3 = 1

k=1
2) Montrer que Z K = (Z k>2.
k=1

k=1
3) En déduire la somme des cubes des n premiers nombres impairs.

Exercice 12. .

On pose pour tout n € N* : P, = H(l +
k=1

1 k
o
1) Calculer Pl, Pg, Pg.

(n+1)"

2) Montrer que P, = , en utilisant :

i) Une démonstration par récurrence. ii) Calcul direct.

Exercice 13.

Soit € R**. Montrer par récurrence que :

1)Vne N ona (l+2)">1+nz.
n

n

2) ‘v’nEN*,onaH(l—xk)Zl—Zxk, o x; €10,1],i=1,n.

k=1 k=1



