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Fiche de TD 5 : Les espaces vectoriels

Exercice 1 :

1. Soit R[X]«, 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n a coefficients réels, muni
de I'addition des polynomes et de la multiplication d’un polynome par un réel.

a. Montrer que R[ X, est un R-espace vectoriel.

b. Que se passe-t-il si on prend R[X]_,, 7

2. L’ensemble des fonctions f : R — R est noté F(R,R). Nous le munissons d’une :

— Loi interne @ : Soient f et g deux éléments de F(R,R). La fonction f@g est définie
par :

Ve e R: (fDg)(x) = f(z) + g(x).

(ou le signe @ désigne la loi interne de F (R, R) dans le membre de gauche et 'addition
dans R dans le membre de droite).

— Loi externe ® : Si « est un nombre réel et f une fonction de F(R,R), la fonction
(v ® f) est définie par :

VeeR: (a® f)(z) =a x f(x).

(Nous désignons par ® la loi externe de F(R,R) et par x la multiplication dans R).

Montrer que F(R,R) est un R-espace vectoriel.
Exercice 2 :
Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous-espaces vectoriels :

VE, ={(z,y,2,t) e Rz =t et y = 2} 2)Ey = {(z,y,2) € R}z =1}
3)E; = {(z,y) € R*[a? + zy > 0} 4By = {(z,y) € R¥z* + y* > 1}
5)Es = {f € F(R,R)[f(0) = 1} 6)Es = {f € F(R,R)[f(1) = 0}
TVE; ={f € F(R,R)|f est croissante } 8)Fg = {(un)nen|(u,) tend vers 0}

Exercice 3 :

1. Les familles suivantes sont-elles libres ?

i.up = (1,0,1),us = (0,2,2) et uz = (3,7,1) dans R3.
ii. v; = (1,0,0),v5 = (0,1,1) et v3 = (1,1,1) dans R3.
2. On considere dans R™ une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants (eq, e, €3, €4). Les
familles suivantes sont-elles libres ?

a. (eq,2eq, €3).

b. (e1,e3).

c. (e1,2e1 + ey, €4).

d. (361 + es,e3, 62 + 63).

e. (261 + €9,€1 — 362, €4,€9 — 61>.

Exercice 4 :

Dans R? on consideére les sous ensembles suivants :



Ey ={(a+0b,b—3a,a) € R*a,b € R} et By ={(c, —2¢,c) € R?|c € R}.

1. Montrer que E; et Ey sont des s.e.v de R3.

2. Déterminer une base B; de E; et une base By de Es.

3. En déduire dimF; et dimFs.

4. A-t-on El@EQ = ]R?) ?

Exercice 5 : (SUPP)
Smmmfh:%LX—lXX—QLsz—X@Y—?)aféz%XﬂX—Dthpdmmm%deRﬂX}
1. Montrer que (Fy, Py, P2) est une base de Ry[X].

2. Soit P = aX?+ bX + ¢ € Ry[X], exprimer P dans la base (P, Pi, P).

3. Soit Q = aPy + BP, + vP; € Ry[X], exprimer ) dans la base (1, X, X?).

4. Pour tout A, B, et C réels montrer qu'il existe un unique polynome R de Ry[X], tel que :

R(0) = A, R(1) = B et R(2) = C.

Exercice 6 : (SUPP)

Soit B = {P € R3[X]|P(—1) = P(1) = 0}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Déterminer une base et la dimension de F.



