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Exercice 1. ( 7 Pts)
1) Donner le développement limité a I'ordre 4 au voisinage de 0 de f(z) = e*In(1 + z).
2) En déduire la valeur de f”(0) et celle de f*)(0).
3) Donner I'équation de la tangente en = = 0 tout en précisant sa position par rapport a la courbe

au point 0.
4) Utiliser la premiére question pour calculer la limite suivante

lim e!In(l+zx)—=x
x—0 1’2

Exercice 2. ( 7 Pts)
1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante sous la forme

1 a br+c

o= avm = T e

ou a,b et ¢ sont des constantes d déterminer.
2) Calculer sur |0, +o0], I'intégrale indéfinie

/1 arctan(z)dz
Iy = _
1/2

3) En déduire la valeur de I'intégrale

12

Exercice 3. ( 6 Pts)
Pour tout n € N*, on pose

K, = / e
o (1+a2)
1) Calculer Kj.
2) Montrer, en effectuant une intégration par partie, que
1
Kl — 5 —|— Q(Kl — KQ)

3) En déduire la valeur de K.
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Exercice 1. ( 7 Pts).
1. Le DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(z) = e*In(1 + z) :

On a

i 22 2 4 A

e :1+ﬂ+§+§+z+0(z) (1pt)
et

2 .8 4 A

n(l+z)==x 2—|—3 4—|—0(:U) (1pt)

Ainsi
£E2 1'3 1'4
f(ZE) <1+1|+2,+3,+4,><ZE—? 3 Z+Om4)>
_:r——2+————i— 2—§ oy al ol oz (1.5pt)

2. Il s’agit d'identifier le DL de f avec la formule de Taylor-Young de f :

/ " (3) (4)
) = 50y L0y PO 0 SO0

Par unicité des DL en identifiant les coefficients devant x? et z* dans les deux développements
respectivement, on obtient

f'0)=1, et fP0)=0  (0.5pt)+ (0.5pt).
3. La droite d’'équation y = x est la tangente de la courbe de f en z = 0. De plus,
2
x
flx)—z= 5 + o(x?).
Ainsi f(x) —y > 0 au voisinage de 0 et par suite la courbe de f est au-dessus de la tangente au

vois. de 0. (1pt)
4. En remplacant f(x) par son DL on obtient

hmexln(l—i—:p)—x:hm$+§+0($2)—$:1 (1.5 pt)
z—0 xr2 z—0 2 2 .
Exercice 2. ( 7 Pts)
1.0na
1 _a brt+c  (a+ba*+cr+a
x(1+x2)_5+1+x2_ (14 22)

Par identification, on trouve
a=1,b=—1, etc=0. (1.5 pt)

Donc




/x(1+$2) /x /1+x2d$ n(z) 5 n(l+a2%) +e¢ ce (2.5 pt)

3. Calcul de Iy, on a Iy = fll %f@dx, par une intégration par parties et en posant

2

u = arctan(z) = u' = }
1pt
V=% =>v=—1 (1pt)

= —arctan(1) 4+ 2arctan <
1
2

— T darctan (1) +
= 1 arctan 5

Exercice 3. ( 6 Pts)

On a
Kn:/l dx
o (1+a2)n
1.
K / Y Jarctan(z)]} = arctan(1) — arctan(0) = =.  (1pt)
= = [arctan(z)|; = arctan(1) — arctan(0) = —.
' o 1+ a2 0 4 P
2. On pose
1 / 2
u:1+x2:>u__(l+x)2 2pt
vV=1=v=uz (2pt)
On a
1 1 2
x x
K, = 2 d 1pt
: {Hx?}f /o(1+w2)2 ¢ e
1 2
xr+1-—-1
- 2 d
+2 [ et

Ce qui implique que

3. Finalement,

Ki+3
Ki—2Ki==--2Ky= K, = 12 2.
Ainsi
K_g+§_7r+1 (1pt)
2Ty TRy p



