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Epreuve finale : Algebre 2

’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits

Exercice 1 : (05 points)
Soient les vecteurs de R? :

uw=(1,0,0),v=(1,z,1),w = (0,0, 1).

1. A quelle condition sur z € R, les vecteurs u, v et w forment une famille libre
dans R3?

2. Parmi les familles ci-dessous, laquelle est une base de R??

i) A={(1,1,2),(0,-1,1)}.

ii) B={(1,1,2),(0,—1,1),(1,0,1)}.

iii) C' = {(1,1,2),(0,1,1),(1,0,1)}.

iv) D =1{(1,1,2),(0,—-1,1),(1,0,1),(2,1,3)}.

Exercice 2 : (08 points)

Soit f une application définie par :

f:R? = R3
($,y72) Hf(d?,y,Z) - (2y—22,x+y—22,$—y)

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer Kerf le noyau de f, puis donner une base de Kerf et en déduire
dim(Kerf).

3. f est- elle injective ?

4. Déterminer I'mf, puis donner une base de I'mf et en déduire dim(Imf).

5. f est-elle surjective ?

Exercice 3 : (07 points)

Soient les ensembles suivants

E={(v,y,2) eR*:2+y+2=0}

et
F={(z,y,2) eR:x —y=a2+2=0}
1. Montrer que E et F sont des sous espaces vectoriels de R?.

2. Donner dimFE et dimF .
3. Montrer que R?* = EQF.
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Exercice 3 : .
_ Soient les ensembles suivants :
CE={(z.y.2) eRYz+y+2=0}et F={(z,y,2) eER%z—y=a+z= 0}

1) e Commengons par F.

O

i

\._

i

E # 0, il contient an moins 0, car soit (0,0,0) € B? ot 04040 = 0
alors E # ().

Soit X = (z,y,2), X' = (2',y/,2') € E, et soit A\, u € R. il est clair
que AX + pX' € Falors Ma +y+ 2) + p(z’ + 3 + 2') = 0 car
X,X'eE. .

F' # 0, car il contient au moins 0, soit (0,0,0) € R? et 0 — 0 =
0+0=0alors F #£ ().

Soit X = (x,y,2), X" = (2/,y,2') € F, et soit A\, u deux réels
quelconques.

Par hypothese on a d'une part © — y = z + 2, alors

Mz —y) =Xz +2) =0. (1)
Et d’autre part ' — ¢ = 2’ + 2/, d’onl
u(e' = of) = pla’ + 2) = 0 (2)

(1}+(2) donne:
AT+ pz' = My + ) = Ao + pa’ + Az + pz' = 0.

Ainsi

' Az + pa’

AX +uX'=| dy+uy | e F

# Az + pz!
La base de F, on a X € E alors :f{—-y-}—A, =0=x=—y—2zalors
(z,y,2) = (~y — 2,9.2) = (~y,5,0) + (—2,0,2) = y(—1,1,0) +
z(—=1,0,1), et par suite la base de £ est

{(—-1,1.0),(—1,0,1)}

alors la dim(E) = 2.
La base de F, soit X € Falorsz —y =2 +2 =0 = 2z =
—y et y=xalors (r,y.2) = (y.y, —y) = y(L, 1. —1) =9(1,1,-1),

et par suite la base de F' est

(@,1,-1))
alors la dim(F) = 1.
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e 1 eme méthode: on vérifie les propriétés de la somme directe, il
faut vérifie que R* = B+ F et EN F = {0g:}, on définit

- FJ+F=_{XE]R3;X=.T;+:z:20i1.1:1EE‘et,r.geF}
E + F c R3 clair par définition.
RYC E+ F, soit X € R® tel que X = (z,y, z) l'objectif est
d’écrire X = X, + X, avec X, € Eet Xo€ F .
Soit Xy = (2',y/,7) € E alors 2’ + i/ + 2/ = 0, soit encore que

z'=—z' —y donc X; = (2, ¢/, —a’ — y').

Soit Xa = (z",y",2") € F alors 2" — y” = 2" 4+ 2" soit encore que
y' =a" et 2 = —z" done X, = (2", 2", —z" . et par suite

Yy 2 ) )

X=X +Xo & (z,y,2) = (2,¢,-2" —¢/) + (2", 2", —a2")

en identifiant composante par composante, on obtient le systeme

z=g'+ 1
y=y +a"
2= —g — yl L

apres substitution, et par un caleul direct on obtient

=r+y+2
=—y—2z
~ 4 -

y=-z—2

il est alors facile de vérifier que X = X| + X,, avec X = (z,y,2)
et Xy =(~y—z,—z—2,0+y+2z)c Eet X, = (z+y+z,z+
¥y+z,—x—y—z)eF ’

- Pour 'intersection entre F et I, il est clair que E, F sont deux sous
espaces vectoriels, ils contient au moins le {Ogs } alors I'intersection
n’est pas vide, soit X € ENF donc X € E et X € E, ce qui

L\,. _ dunncz:—!—y+.,=(Jet:rr—-y=:rr—|—z=0:>a:=y=—::=(Jet
- T+ y+2z=0 alors
’ ENF = {(0,0,0)}.
Done

R'=EaF
e 2éme méthode: on utilise la dimension, puisque
dim(E + F) = dim(F) + dim(F) — dim(E N F) et d’autre part
dm(ENF) = O,(déjé démontré prc’:t:édement)donc dim(E+ F) =
dim(E) + dim(F) = 2+ 1 = dim(R®), et E+ F ¢ R3, on déduit
que

RE=EeoF
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