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Analyse1

Fiche de TD 2 : Les nombres complexes.

Exercice 1. Écrivez les nombres complexes suivants sous la forme algébrique.

(1 + i)9

(1− i)7
,

1 + αi

2α + (α2 − 1)i
,

1 + cos(θ) + i sin(θ)

1 + cos(θ)− i sin(θ)
, eiθ + e2iθ, (α, θ ∈ R).

Exercice 2. Mettre sous la forme trigonométrique les nombres complexes suivants

1− i
√
3,

1 + i
√
3

1− i
, 1 + i(1 +

√
2), a

(1− i tan(α))
1 + i tan(α)

, (a > 0).

Exercice 3. Soient z1 et z2 deux nombres complexes tels que z1z2 6= 1. On pose z = z1−z2
1−z1z2 .

Montrer que
|z| = 1⇔ |z1| = 1 ou |z2| = 1

Exercice 4. I) Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants

i, 3 + 4i, 5 + 12i.

II) Déterminer les nombres complexes solutions des équations suivantes

z3 + 8 = 0, z4 + i = 0, z5 + 32 = 0.

Exercice 5. 1) Déterminer les nombres complexes solutions de z4 = 1.
2) Déterminer sous forme trigonométrique les solutions de l'équation z4 = 8(1− i

√
3).

3) Soit a =
√
6−
√
2

2
+ i

√
6+
√
2

2
. Véri�er que a4 = 8(1− i

√
3) et en déduire sous forme algébrique

les résultats du 2).
4) En déduire les valeurs exactes de cos(11π

12
) et sin(11π

12
).

Exercice 6. On considère la fonction f de C dans C dé�nie par

∀z ∈ C, z 6= −i, f(z) =
z − 2

z + i
.

1) Déterminer l'ensemble des points tels que f(z) ∈ R.
2) Déterminer l'ensemble des points tels que f(z) ∈ iR.

Exercice 7. Trouver les lieux géométriques suivants

1)0 < Re(iz) < 2, 2)Re(z)− Im(z) < 1, 3)|z − 4 + i| = 1,

4)Re(
1

z
) = 2, 5)|z − i| = 3, 6)

∣∣∣∣z − 3

z − 5

∣∣∣∣ = √22 .



Exercice 8. (Facultatif) 1) Calculer les racines n-ième de −i et 1 + i.
2) Résoudre l'équation z2 − z + 1 = 0.
3) En déduire les racines de z2n − zn + 1− i = 0.

Exercice 9. (Facultatif) 1) Résoudre l'équation z3 = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2) On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.
a) Véri�er que j2 est aussi solution.
b) Montrer que j2 = 1

j
= j

c) Calculer 1 + j + j2.

Exercice 10. (Facultatif) Montrer que

(|z| = 1 et z 6= 1)⇒ i

(
z + 1

z − 1

)
∈ R.

Exercice 11. (Facultatif) Soit θ ∈ R et considérons un nombre complexe z = cos2(θ)+i sin(θ) cos(θ).
1) Déterminer θ tel que z = 0.
2) Si z 6= 0, calculer z−1, z2, z−2, z3, z−3.

Exercice 12. (Facultatif) Soit z un nombre complexe véri�ant |z| = 1.
Montrer que

Arg(
z − 1

z + 1
)

{
π
2

si Imz > 0,

−π
2

si Imz < 0

Exercice 13. (Facultatif) 1)Démontrer que

1 + eiπ/5 + ei2π/5 + ei3π/5 + ei4π/5 =
2

1− eiπ/5
.

2) En déduire les valeurs des sommes

S =
4∑

k=0

cos(
kπ

5
), S ′ =

4∑
k=0

sin(
kπ

5
)


