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Questions de cours : (3 Pts)
1) Citer le théoréme des valeurs intermédiaires.
2) Citer le théoréme de Rolle.

Exercice 1. ( 7 Pts)
1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, calculer

1 1
lim z° (e?? — e<z+1>2) )

T—+00
1) Soit la fonction f : [0, +-0c0[— R définie par f(z) =e2 —e 2 — .
1) Calculer zl_l)ﬁlocf(x)
2) Calculer f" et f”.
3) Montrer que f”(x) > 0 pour tout = > 0 et en déduire que la fonction f est croissante.
4) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Exercice 2. ( 6 Pts)
Soit la fonction f : R — R définie par

fz) =

2

|lz—1] :
o1 si x>0,
< —a siz <O0.

1) Déterminer la valeur du paramétre a pour que la fonction f soit continue.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

Exercice 3. ( 4 Pts)
Soit (U )nen une suite numérique définie par

t
up =1, et Vn €N, unH:u"COS(QnH)’ te}O,g}.

1) Montrer que Vn € N, u,, > 0.
2) Montrer que la suite (u,,) est décroissante et en déduire qu’elle converge.
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Questions de cours : (3 Pts)
1) Le théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f : [a,b] — R une fonction continue vérifiant f(a).f(b) < 0. (0.5 Pt)
Alors il existe ¢ €]a, b[ vérifiant f(c) = 0. (1 Pt).

2) Le théoréme de Rolle.

Si f : [a,b] — R est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ (0.5 Pt) etsi f(a) = f(b),
(0.5 Pt) alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0. (0.5 Pt)
Exercice 1. ( 7 Pts).
1) Soit f(t) = ¢7. La fonction f est bien définie et dérivable sur R*.
En utilisant le théoréme des accroissements finis entre x et 2 + 1 avec x > 0, on trouve qu'il existe
c €]z, z + 1] tel que
fle+1) = f(z)=f(c).  (1Pt)

Sachant que pour t # 0, f'(t) = 20 (0.25 Pt) alors

3

-2 1

1 1
e@+1)2 — 32 — e,

3

Ceci implique que
1 23
7 (ez% - e<x+1>2> = 3; e, (0.25Pt)
c

Puisque0<x§c§x—|—1,a|orsx2§02§(x+1)2:>(x+;1)2§0%§x—12. (0.25 Pt)

. . . . 1 1
On sait aussi que t — ¢’ est une fonction croissante, alors e@+0? < e2 < exZ (0.25 Pt)
D’autre part, on a

L 1 1 2 2 (0.25Pt)
(x+1)33 ~c =23 (41327 & — 28
Ainsi,
23 1 3 4
s e@r? < ez <2e:2. (0.25Pt)
T c

2 1
Puisque lim 2e:? = 2 (0.25 Pt) et lim 2w =9 (0.25 Pt), alors par le théoréme
T—r+00 z—+oo (z +1)3

d’encadrement (0.25 Pt), on a

1
lim 23 <e%2 . e<m+1>2> — 2. (0.25Pt)
T—r+00

1) Soit f(x) =e2 —e™2 —x.

1) lim e? —e 2 —2 = lim e> (1 e 2 ) =+4o0. (0.5 Pt)

z—+00 T—-+00 ex/2




2)On a

1 1
f(x) = 56“”/2 + 56_96/2 —1, (0.25Pt)
et | |
f(x) = ZQI/Q — Z—le’x/Q. (0.25Pt)

3) On a Vz > 0, e*/? > e=*/? qui implique que 1(e"/? — e~*/?) > 0.

Donc, f”(x) > 0, pour tout = > 0. Ainsi, f’ est croissante sur |0, +oo[. (0.5 Pt).

Puisque f’(0) = 0, (0.5 Pt) alors pour tout > 0, on a f'(x) > 0. ceci implique que f est
croissante. (0.5 Pt)

4)Remarquons que f(0) =0, (0.5 Pt) alors on a le tableau de variation (0.5 Pt) suivant

iy 0 400
f'(z) +
“+00
f@ |

Exercice 2. ( 6 Pts)
Nous remarquons que la fonction f peut s'écrire comme

z—1 '

o1 SI.ZUZl,
fle) =< =% si0<z <1

2 —a siz <0.

La fonction f est continue sur | — 0o, 0] et |0, +oo[. (0.5 Pt) Le seul point qui donne probléme a
la continuité de f est 0. (0.5 Pt) Pour cela, on calcule les limites & droite et & gauche en 0. On
obtient

11—z
li = li =1 (0.5Pt) et Ili = lim 2° —a=—a (0.5Pt
Ap =g oy =t 0P e Qg Jw)= g et ma=—e (05PY
Ainsi, f est continue en 0, si et seulement si lim f(z) = lim f(x). Donc a = —1. (0.5 Pt)
z—0 z—0—
2) Pour étudier la dérivabilité de f sur R, il faut que f soit continue sur R, donc a = —1.

Nous remarquons que la fonction f est dérivable sur R \ {0,1}. Seuls les points 0 et 1 qu'il faut
étudier la dérivabilité.(0.5 Pt)
Pour cela, on calcule la limite du taux de variation a droite et & gauche en 0 et 1. On obtient

_ -z 1 _
T Rl ) = Bl e D (0.5Pt)
a0t x—0 =0t T e—0+ x(z + 1)
— 2411
lim J(@) = f(0) _ g i 0.(0.5Pt)
z—0~ z—0 z—0~ i

Puique les limites a droite et & gauche du taux de variation sont différentes, alors f n'est pas
dérivable en 0. (0.5 Pt).
Pour le point 1, on a

— f(1 =1 1 1
TG R {00 S == St =~ (0.5Pt)
r—1+ r—1 z=1tx—1 zo1tax+1 2
— f(1 iz -1 1
TG Rl GO N T = — (0.5Pt).
z—1— r—1 r—=1—-x — 1 xr+1 2

Ainsi, f n'est pas dérivable en 1. (0.5 Pt).



Exercice 3. ( 4 Pts)
1)Soit (uy,) la suite définie par
t s
up=1, et VneN, wu, 1 =u,cos (ﬁ) , t€]o, 5]
On remarque que uy = 1 > 0. (0.25 Pt) Alors par récurrence, supposons que u, > 0 pour un
certain rang n et montrons que u,+; > 0. (0.5 Pt)
Puisque 0 <t < % et 5y < 1, alors 0 < 5:h7 < . ( 1Pt) Ceci implique que cos(557) > 0.(0.5
Pt)
Ainsi, U, 1 = U, Cos (#) > 0. (0.25 Pt). Ceci implique que Vn € N, u,, > 0.
2) Pour tout n > 0,

Un+1 — cos
- 2n+1

Unp

)<1, pour tE]O,g]. (0.5Pt)

Ceci implique que Vn € N, u, 11 < u,. Donc (u,) est décroissante.(0.5 Pt)
Ainsi, on remarque que (u,) est minorée par 0 et décroissante, donc (u,,) converge.(0.5 Pt)
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