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Questions de cours : (3 Pts)
1) Citer le théorème des valeurs intermédiaires.
2) Citer le théorème de Rolle.

Exercice 1. ( 7 Pts)
I) En utilisant le théorème des accroissements �nis, calculer

lim
x→+∞

x3
(
e

1
x2 − e

1
(x+1)2

)
.

II) Soit la fonction f : [0,+∞[→ R dé�nie par f(x) = e
x
2 − e−x

2 − x.
1) Calculer lim

x→+∞
f(x).

2) Calculer f ′ et f ′′.
3) Montrer que f ′′(x) > 0 pour tout x > 0 et en déduire que la fonction f est croissante.
4) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Exercice 2. ( 6 Pts)
Soit la fonction f : R→ R dé�nie par

f(x) =

{ |x−1|
x+1

si x > 0,

x2 − a si x ≤ 0.

1) Déterminer la valeur du paramètre a pour que la fonction f soit continue.
2) Étudier la dérivabilité de la fonction f.

Exercice 3. ( 4 Pts)
Soit (un)n∈N une suite numérique dé�nie par

u0 = 1, et ∀n ∈ N, un+1 = un cos

(
t

2n+1

)
, t ∈

]
0,
π

2

]
.

1) Montrer que ∀n ∈ N, un > 0.
2) Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire qu'elle converge.
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Questions de cours : (3 Pts)
1) Le théorème des valeurs intermédiaires

Soit f : [a, b]→ R une fonction continue véri�ant f(a).f(b) ≤ 0. (0.5 Pt)
Alors il existe c ∈]a, b[ véri�ant f(c) = 0. (1 Pt).

2) Le théorème de Rolle.

Si f : [a, b]→ R est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ (0.5 Pt) et si f(a) = f(b),
(0.5 Pt) alors il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0. (0.5 Pt)

Exercice 1. ( 7 Pts).

I) Soit f(t) = e
1
t2 . La fonction f est bien dé�nie et dérivable sur R∗.

En utilisant le théorème des accroissements �nis entre x et x+ 1 avec x > 0, on trouve qu'il existe
c ∈]x, x+ 1[ tel que

f(x+ 1)− f(x) = f ′(c). (1Pt)

Sachant que pour t 6= 0, f ′(t) = −2
t3
e

1
t2 , (0.25 Pt) alors

e
1

(x+1)2 − e
1
x2 =

−2
c3
e

1
c2 .

Ceci implique que

x3
(
e

1
x2 − e

1
(x+1)2

)
=

2x3

c3
e

1
c2 . (0.25Pt)

Puisque 0 < x ≤ c ≤ x+ 1, alors x2 ≤ c2 ≤ (x+ 1)2 ⇒ 1
(x+1)2

≤ 1
c2
≤ 1

x2
. (0.25 Pt)

On sait aussi que t→ et est une fonction croissante, alors e
1

(x+1)2 ≤ e
1
c2 ≤ e

1
x2 (0.25 Pt)

D'autre part, on a

1

(x+ 1)3
≤ 1

c3
≤ 1

x3
⇒ 2x3

(x+ 1)3
≤ 2x3

c3
≤ 2x3

x3
. (0.25Pt)

Ainsi,
2x3

(x+ 1)3
e

1
(x+1)3 ≤ 2x3

c3
e

1
c2 ≤ 2e

1
x2 . (0.25Pt)

Puisque lim
x→+∞

2e
1
x2 = 2 (0.25 Pt) et lim

x→+∞

2x3

(x+ 1)3
e

1
(x+1)3 = 2 (0.25 Pt), alors par le théorème

d'encadrement (0.25 Pt), on a

lim
x→+∞

x3
(
e

1
x2 − e

1
(x+1)2

)
= 2. (0.25Pt)

II) Soit f(x) = e
x
2 − e−x

2 − x.
1) lim

x→+∞
e

x
2 − e−

x
2 − x = lim

x→+∞
e

x
2

(
1− e−x − x

ex/2

)
= +∞. (0.5 Pt)



2)On a

f ′(x) =
1

2
ex/2 +

1

2
e−x/2 − 1, (0.25Pt)

et

f ′′(x) =
1

4
ex/2 − 1

4
e−x/2. (0.25Pt)

3) On a ∀x > 0, ex/2 > e−x/2 qui implique que 1
4
(ex/2 − e−x/2) > 0.

Donc, f ′′(x) > 0, pour tout x > 0. Ainsi, f ′ est croissante sur ]0,+∞[. (0.5 Pt).
Puisque f ′(0) = 0, (0.5 Pt) alors pour tout x > 0, on a f ′(x) > 0. ceci implique que f est
croissante. (0.5 Pt)
4)Remarquons que f(0) = 0, (0.5 Pt) alors on a le tableau de variation (0.5 Pt) suivant

x

f ′(x)

f(x)

0 +∞

+

00

+∞+∞

Exercice 2. ( 6 Pts)
Nous remarquons que la fonction f peut s'écrire comme

f(x) =


x−1
x+1

si x ≥ 1,

1−x
x+1

si 0 < x ≤ 1

x2 − a si x ≤ 0.

La fonction f est continue sur ]−∞, 0[ et ]0,+∞[. (0.5 Pt) Le seul point qui donne problème à
la continuité de f est 0. (0.5 Pt) Pour cela, on calcule les limites à droite et à gauche en 0. On
obtient

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

1− x
x+ 1

= 1 (0.5Pt) et lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x2 − a = −a (0.5Pt)

Ainsi, f est continue en 0, si et seulement si lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x). Donc a = −1. (0.5 Pt)

2) Pour étudier la dérivabilité de f sur R, il faut que f soit continue sur R, donc a = −1.
Nous remarquons que la fonction f est dérivable sur R \ {0, 1}. Seuls les points 0 et 1 qu'il faut
étudier la dérivabilité.(0.5 Pt)
Pour cela, on calcule la limite du taux de variation à droite et à gauche en 0 et 1. On obtient

lim
x→0+

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0+

1−x
x+1
− 1

x
= lim

x→0+

−2x
x(x+ 1)

= −2 (0.5Pt)

lim
x→0−

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0−

x2 + 1− 1

x
= 0.(0.5Pt)

Puique les limites à droite et à gauche du taux de variation sont di�érentes, alors f n'est pas
dérivable en 0. (0.5 Pt).
Pour le point 1, on a

lim
x→1+

f(x)− f(1)
x− 1

= lim
x→1+

x−1
x+1

x− 1
= lim

x→1+

1

x+ 1
=

1

2
(0.5Pt)

lim
x→1−

f(x)− f(1)
x− 1

= lim
x→1−

1−x
x+1

x− 1
=
−1
x+ 1

= −1

2
(0.5Pt).

Ainsi, f n'est pas dérivable en 1. (0.5 Pt).



Exercice 3. ( 4 Pts)
1)Soit (un) la suite dé�nie par

u0 = 1, et ∀n ∈ N, un+1 = un cos

(
t

2n+1

)
, t ∈]0, π

2
].

On remarque que u0 = 1 > 0. (0.25 Pt) Alors par récurrence, supposons que un > 0 pour un
certain rang n et montrons que un+1 > 0. (0.5 Pt)
Puisque 0 < t < π

2
et 1

2n+1 < 1, alors 0 < t
2n+1 <

π
2
. ( 1Pt) Ceci implique que cos( t

2n+1 ) > 0.(0.5
Pt)
Ainsi, un+1 = un cos

(
t

2n+1

)
> 0. (0.25 Pt). Ceci implique que ∀n ∈ N, un > 0.

2) Pour tout n ≥ 0,

un+1

un
= cos

(
t

2n+1

)
< 1, pour t ∈]0, π

2
]. (0.5Pt)

Ceci implique que ∀n ∈ N, un+1 < un. Donc (un) est décroissante.(0.5 Pt)
Ainsi, on remarque que (un) est minorée par 0 et décroissante, donc (un) converge.(0.5 Pt)
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