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Questions de cours : (3 Pts)
1) Donner la définition d'une suite bornée.
2) Donner un exemple d'une suite bornée qui converge.
3) Donner un exemple d'une suite bornée qui diverge.

Exercice 1. ( 8 Pts)
Partie 1)
Soit @ > 0. On définit la suite (u,,)n>0 avec ug > 0 par la relation de récurrence suivante

1 a
Upy1 = §(un +—).

2 _ (up—a)?
1) Montrer que u;_ | —a = hE

2) Montrer que si n > 1, alors u,, > \/a.
3) En déduire que la suite (u,),>¢ converge et que liril u, = Va.
- n—-+oo

Partie 2)
Calculer les limites suivantes
n? —n + sin(n)

1) lim : 2) lim
n—+oo  Hn2+n+1

Exercice 2. ( 5 Pts)
On considére le nombre complexe

1) Calculer les racines carrées de z.
2) Donner le module et I'argument de z et écrire z sous la forme exponentielle.
3) En déduire les valeurs de cos(§) et sin(%).

Exercice 3. ( 4 Pts)
1) Montrer que sir € Q et x ¢ Q, alors r +z ¢ Q.
2) Montrer que si r € Q* et = ¢ Q, alors r.x ¢ Q.
3) Soient 7, et ry deux rationnels tels que r; < rs.
a) En déduire que z = + \/75(7‘2 — 1) est irrationnel.
b) En déduire qu’entre deux rationnels disctincts, il y a au moins un irrationnel.
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Questions de cours : (3 Pts)
1) Une suite (u,) est dite bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient a dire que

dM € R,Vn € N, |u,| < M. (1Pt)

2) Pour n € N, soit u, = — (0.25 Pt).

Remarquons que (uy) est bornée car ¥n € N, 0 < -5 < 1 (0.5 Pt) et (u,) converge car
lim = 0. (0.25 Pt)

n——+oco 1, +

3) Pour n € N, soit u,, = (—1)". (0.25 Pt).
Remarquons que (u,) est bornée car Vn € N, —1 < (—1)" < 1 (0.5 Pt) et elle est divergente
puisque elle n'a pas de limite. (0.25 Pt)

Exercice 1. ( 8 Pts) Partie 1
1) On a

1 a \’
Uniy — 0= <§(Un+u—)) —a

1 a? 1 a?
:L—l(ui+2a+—2)—a:Z—l(ui+2a+—2—4a)

L2 Z o0+ %) (0.5Pt)
=—(u; —2a+ — )
4" u2
_ (up —a)?
4u?

2) Pour tout n > 0, on a u2_; —a > 0. Donc, pour tout n > 1, on a u2 —a > 0 qui implique que
u? > a. ( 1Pt).
D’autre part, on sait que ug > 0. Alors, par récurrence, supposons que u, > 0 pour un certain
rang n et montrons que u,1 > 0. Par définition, on a

1 a

(0.5Pt)

Ainsi, Vn € N,u, > 0. (0.75 Pt)

Ce qui implique que u,, > v/a. (0.25 Pt)

3) Remarquons que d'aprés la question précédente, la suite (u,) est minorée par v/a. (0.5 Pt)
D’autre part, pour tout n > 0,

1 a u2+a—2u:  a—u?
Upt1 — Up = =(Np + —) —up = — L= = < 0.
n+1 n 2( n u”) n 2Un 2Un =
Donc, (u,) est décroissante. (0.5 Pt).
Puisque la suite (u,,) est minorée et décroissante, alors (u,,) converge vers une limite [. (0.5 Pt)

Cette limite vérifie

1
1:§(z+%):»212:z2+a
=’ =a.

Puisque [ > 0, alorson a l = \/a. (1 Pt).



Partie 2)

. n*—n+sin(n) _onP(1-1+4 Sii(gn)) . sin(n) .1
L nl—lgloo Sn?+n+1 ~ oo 77,2(54—%—1-”—12) B gcarnl—lﬁ-looT =0 et ngTOOE N
) 1
Jm ns =0 (1 PY)

2) tim — = (_—e)nz?

n—+oo €7 ()" notoo \ T
Remarquons que puisque o > 1, alors 7o > 1 = < <
. - . . . ™
Ainsi, —1 < =2 < 0. Ceci implique que
iye?

:>‘—€>‘76>—1.

£
i o

n—+oo \ TQ

lim (—_e)":O. (1.5Pts)

Exercice 2. ( 5 Pts)

1)Onaz 72—1—2‘/75 On cherche z,y € R tels que
2 2 2 2
(3:+z'y)2:£+i£<:>x2—y2+2ia:y:\/—_+i£
2 2 2 2
x?_yQZ\/TE
=4
2:vy:72

En plus, on a

. 2 A/2
u+wP—¥C+ﬂq%ﬁ2+f—1
2 2
Ainsi, nous avons le systéme suivant
2yt =1, (E1), (0.5Pt)

22 —yt="2  (E2) (0.5P%)

2ry = L2, (E3). (0.5Pt)
La somme des équations (E1) et (£2) implique que 222 = 1+ %2 & 22 = 25Y2,
Donc, = = j:—”zgﬁ. (0.5 Pt)

La difféerence de (E1) et (E2) implique que 25> = 1 — %2 & ¢> = 22¥2 Donc, y = =+ 22_‘/5.
(0.5 Pt)

D’aprés I'équation (E£3), = et y sont de méme signe, alors on conclut que les racines carrées de z
sont

_ V242 V22 _V2+V2 V22

= 25Pt 25Pt

21

2) Le module de z est 1 (déja calculé) (0.25 Pt) et I'argument de z est 7/4. (0.5 Pt)
Remarquons que

cos(f) = \/75

sin(f) = 2

Ainsi, z = ¢™/*  (0.25 Pt)
3) Les racines carrées de z sont

9 9
cos(g) + isin(%) et cos(%) + isin(g)(0.25Pt + 0.25Pt)



Comme cos(m/8) > 0 (0.25 Pt) et sin(r/8) > 0, (0.25 Pt) alors par identification, on a

Cos(g)ﬂsin(%): \/2—21—\/§+2\/2;\/§

Ainsi, cos(§) = —VQ;”@ et sin(§) = QT_\/E (0.25 Pt + 0.25 Pt)
Exercice 3. ( 4 Pts)
1) Soit r = § €QavecpeZetqeZ et x ¢ Q. Parl'absurde, supposons que r + = € Q, alors

il existe deux entiers p’, ¢’ tels que

/ / (P
r+:v:£/. Donc, x:[i/_g_pq—/qpe@,
q q q qq

ce qui est absurde car z ¢ Q. (1 Pt)

2) Supposons que r.x € Q, (r # 0). Alors rz = f}i; == 7;:—2 € Q, ce qui est absurde car = ¢ Q.
(1 Pt).

3) Soient 71 et ry deux rationnels tels que m < 7o, alors ry — 71 est encore rationnel.

a) Remarquons que 7, —r; € Q et %5 ¢ Q. Donc, d'apreés la question 2, \/75(7*2 —r) ¢ Q.
D’autre part, r; € Q et ‘/75(7“2 —r1) ¢ Q, alors d’apres la question 1, r, + ‘/75(7“2 -r)¢Q. (1
Pt)

4) |l suffit de remarquer que x €]ry,r5[. En effet, on a x = ry + ‘/75(7"2 — 1) > ry et d'autre part,

on a \/§ \/§

7<1:>7(7"2—7’1)<7"2—7“1

2
:>£L':7”1+7(7“2—7’1)<7”2.

Ainsi, entre deux rationnels 71 et 79, il y a au moins un irrationnel . (1 Pt)



