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Questions de cours : (3 Pts)
1) Donner la dé�nition d'une suite bornée.
2) Donner un exemple d'une suite bornée qui converge.
3) Donner un exemple d'une suite bornée qui diverge.

Exercice 1. ( 8 Pts)
Partie 1)
Soit a > 0. On dé�nit la suite (un)n≥0 avec u0 > 0 par la relation de récurrence suivante

un+1 =
1

2
(un +

a

un
).

1) Montrer que u2n+1 − a = (u2n−a)2
4u2n

.

2) Montrer que si n ≥ 1, alors un ≥
√
a.

3) En déduire que la suite (un)n≥0 converge et que lim
n→+∞

un =
√
a.

Partie 2)
Calculer les limites suivantes

1) lim
n→+∞

n2 − n+ sin(n)

5n2 + n+ 1
, 2) lim

n→+∞

(−1)n

e−n(πα)n
, α > 1.

Exercice 2. ( 5 Pts)
On considère le nombre complexe

z =

√
2

2
+ i

√
2

2
.

1) Calculer les racines carrées de z.
2) Donner le module et l'argument de z et écrire z sous la forme exponentielle.
3) En déduire les valeurs de cos(π

8
) et sin(π

8
).

Exercice 3. ( 4 Pts)
1) Montrer que si r ∈ Q et x /∈ Q, alors r + x /∈ Q.
2) Montrer que si r ∈ Q∗ et x /∈ Q, alors r.x /∈ Q.
3) Soient r1 et r2 deux rationnels tels que r1 < r2.

a) En déduire que x = r1 +
√
2
2
(r2 − r1) est irrationnel.

b) En déduire qu'entre deux rationnels disctincts, il y a au moins un irrationnel.
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Questions de cours : (3 Pts)
1) Une suite (un) est dite bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient à dire que

∃M ∈ R,∀n ∈ N, |un| ≤M. (1Pt)

2) Pour n ∈ N, soit un = 1
n+1

(0.25 Pt).

Remarquons que (un) est bornée car ∀n ∈ N, 0 < 1
n+1
≤ 1 (0.5 Pt) et (un) converge car

lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0. (0.25 Pt)

3) Pour n ∈ N, soit un = (−1)n. (0.25 Pt).
Remarquons que (un) est bornée car ∀n ∈ N, −1 ≤ (−1)n ≤ 1 (0.5 Pt) et elle est divergente
puisque elle n'a pas de limite. (0.25 Pt)

Exercice 1. ( 8 Pts) Partie 1
1) On a

u2n+1 − a =

(
1

2
(un +

a

un
)

)2

− a

=
1

4
(u2n + 2a+

a2

u2n
)− a =

1

4
(u2n + 2a+

a2

u2n
− 4a)

=
1

4
(u2n − 2a+

a2

u2n
) (0.5Pt)

=
(u2n − a)2

4u2n
. (0.5Pt)

2) Pour tout n ≥ 0, on a u2n+1− a ≥ 0. Donc, pour tout n ≥ 1, on a u2n− a ≥ 0 qui implique que
u2n ≥ a. ( 1Pt).
D'autre part, on sait que u0 > 0. Alors, par récurrence, supposons que un > 0 pour un certain
rang n et montrons que un+1 > 0. Par dé�nition, on a

un+1 =
1

2
(un +

a

un
) > 0.

Ainsi, ∀n ∈ N, un > 0. (0.75 Pt)
Ce qui implique que un ≥

√
a. (0.25 Pt)

3) Remarquons que d'après la question précédente, la suite (un) est minorée par
√
a. (0.5 Pt)

D'autre part, pour tout n ≥ 0,

un+1 − un =
1

2
(nn +

a

un
)− un =

u2n + a− 2u2n
2un

=
a− u2n
2un

≤ 0.

Donc, (un) est décroissante. (0.5 Pt).
Puisque la suite (un) est minorée et décroissante, alors (un) converge vers une limite l. (0.5 Pt)
Cette limite véri�e

l =
1

2
(l +

a

l
)⇒ 2l2 = l2 + a

⇒ l2 = a.

Puisque l > 0, alors on a l =
√
a. (1 Pt).



Partie 2)

1) lim
n→+∞

n2 − n+ sin(n)

5n2 + n+ 1
= lim

n→+∞

n2(1− 1
n
+ sin(n)

n2 )

n2(5 + 1
n
+ 1

n2 )
=

1

5
car lim

n→+∞

sin(n)

n2
= 0 et lim

n→+∞

1

n
=

lim
n→+∞

1

n2
= 0. (1 Pt)

2) lim
n→+∞

(−1)n

e−n(πα)n
= lim

n→+∞

(
−e
πα

)n
=?

Remarquons que puisque α > 1, alors πα > π ⇒ e
πα
< e

π
⇒ −e

πα
> −e

π
> −1.

Ainsi, −1 < −e
πα
< 0. Ceci implique que

lim
n→+∞

(
−e
πα

)n
= 0. (1.5Pts)

Exercice 2. ( 5 Pts)

1) On a z =
√
2
2
+ i

√
2
2
. On cherche x, y ∈ R tels que

(x+ iy)2 =

√
2

2
+ i

√
2

2
⇔ x2 − y2 + 2ixy =

√
2

2
+ i

√
2

2

⇔

 x2 − y2 =
√
2
2

2xy =
√
2
2

En plus, on a

|x+ iy|2 = |
√
2

2
+ i

√
2

2
|2 ⇔ x2 + y2 = 1.

Ainsi, nous avons le système suivant
x2 + y2 = 1, (E1), (0.5Pt)

x2 − y2 =
√
2
2
, (E2) (0.5Pt)

2xy =
√
2
2
, (E3). (0.5Pt)

La somme des équations (E1) et (E2) implique que 2x2 = 1 +
√
2
2
⇔ x2 = 2+

√
2

4
.

Donc, x = ±
√

2+
√
2

2
. (0.5 Pt)

La di�érence de (E1) et (E2) implique que 2y2 = 1 −
√
2
2
⇔ y2 = 2−

√
2

4
. Donc, y = ±

√
2−
√
2

2
.

(0.5 Pt)
D'après l'équation (E3), x et y sont de même signe, alors on conclut que les racines carrées de z
sont

z1 =

√
2 +
√
2

2
+ i

√
2−
√
2

2
et z2 = −

√
2 +
√
2

2
− i
√

2−
√
2

2
(0.25Pt+ 0.25Pt)

2) Le module de z est 1 (déjà calculé) (0.25 Pt) et l'argument de z est π/4. (0.5 Pt)
Remarquons que  cos(θ) =

√
2
2

sin(θ) =
√
2
2

Ainsi, z = eiπ/4 (0.25 Pt)
3) Les racines carrées de z sont

cos(
π

8
) + i sin(

π

8
) et cos(

9π

8
) + i sin(

9π

8
)(0.25Pt+ 0.25Pt)



Comme cos(π/8) > 0 (0.25 Pt) et sin(π/8) > 0, (0.25 Pt) alors par identi�cation, on a

cos(
π

8
) + i sin(

π

8
) =

√
2 +
√
2

2
+ i

√
2−
√
2

2

Ainsi, cos(π
8
) =

√
2+
√
2

2
et sin(π

8
) =

√
2−
√
2

2
(0.25 Pt + 0.25 Pt)

Exercice 3. ( 4 Pts)
1) Soit r = p

q
∈ Q avec p ∈ Z et q ∈ Z∗ et x /∈ Q. Par l'absurde, supposons que r+ x ∈ Q, alors

il existe deux entiers p′, q′ tels que

r + x =
p′

q′
. Donc, x =

p′

q′
− p

q
=
p′q − q′p
qq′

∈ Q,

ce qui est absurde car x /∈ Q. (1 Pt)
2) Supposons que r.x ∈ Q, (r 6= 0). Alors rx = p′

q′
⇒ x = p′q

q′p
∈ Q, ce qui est absurde car x /∈ Q.

(1 Pt).
3) Soient r1 et r2 deux rationnels tels que r1 < r2, alors r2 − r1 est encore rationnel.

a) Remarquons que r2 − r1 ∈ Q et
√
2
2
/∈ Q. Donc, d'après la question 2,

√
2
2
(r2 − r1) /∈ Q.

D'autre part, r1 ∈ Q et
√
2
2
(r2 − r1) /∈ Q, alors d'après la question 1, r1 +

√
2
2
(r2 − r1) /∈ Q. (1

Pt)

4) Il su�t de remarquer que x ∈]r1, r2[. En e�et, on a x = r1 +
√
2
2
(r2 − r1) > r1 et d'autre part,

on a √
2

2
< 1⇒

√
2

2
(r2 − r1) < r2 − r1

⇒ x = r1 +

√
2

2
(r2 − r1) < r2.

Ainsi, entre deux rationnels r1 et r2, il y a au moins un irrationnel x. (1 Pt)


