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Exercice1 (06pts)

1. Soit H la fonction de Heaviside et ' 2 D(R):Montrer que le produit de
convolution H � ' est bien dé�ni.Et donner sa valeur.Quelle relation a t
-il avec la primitive de ':

2. Véri�er que pour T 2 E 0 (R) ; H � T est une primitive de T.

Exercice2(09pts)
Soit H la fonction de Heaviside. On considère la fonction sur R2donnée par

:

8(x; t) 2 R2;E(x; t) = H(t)p
4�t

e�
x2

4t

1. Justi�er que l�on peut associer à la fonction E une distribution sur R2.

2. Montrer que, pour tout t > 0 et tout x 2 R
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3. Soient " > 0 et ' 2 D(R2). On pose :
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' (x; t) dtdx et J" = �

Z
R

+1Z
"

e�
x2

4t

p
4�t

@2

@x2
' (x; t) dtdx

Calculer I" + J".

4. En e¤ectuant le changement de variable y = xp
"
déterminer

lim
"!0

I" + J":

indication : utiliser
R
R e

�u2

4 du =
p
�
2

5. Calculer
�
@
@t �

@2

@x2

�
E dans D0(R2):

6. En déduire une solution T 2 D0(R2) de l�equation aux dérivées partielles
: �

@

@t
� @2

@x2

�
T = S; où S 2 E

0 �
R2
�
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Exercice3(05 pts)

1. Soit T 2 S 0
(R) :Donner la transformée de Fourier F(T 0) en fonction de

F (T ):

2. Soit G(x) = e�"xH(x) où " > 0. Calculer G0au sens des distributions et
calculerF (G). En déduire F(H):
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Exercice1 (06pts)

1. Comme H 2 L1(R) et que ' 2 D(R) � L1(R), le produit de convolution
H � ' est une fonction de classe C1 et bornée sur R, donnée pour tout x
2 R, par :

(H � ') (x) =

Z
R
H(x� y)'(y)dy =

Z
R
1x�y:'(y)dy

=

xZ
�1

'(y)dy

On obtient alors une primitive d�une fonction test en calculant son produit
de convolution par la fonction de Heaviside H.

2. pour T 2 E 0 (R) ;l�expression H � T , a bien un sens: c�est le produit de
convolution de la distribution dé�nie par la fonction localement intégrable
H pet la distribution à support compact T. On sait que

(H � T )0 = H 0 � T = � � T = T

Exercice2(09pts)
Soit H la fonction de Heaviside. On considère la fonction sur R2donnée par

:

8(x; t) 2 R2;E(x; t) = H(t)p
4�t

e�
x2

4t

1. E est localement integrable sur R2,on peut alors associer à E une distrib-
ution sur R2.
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2. Pour tout t > 0 et tout x 2 R
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3. Soient " > 0 et ' 2 D(R2). Support de ' est compact dans R2; il existe
alors un rectangle [�a; a] � [�b; b] le contenant et supp( @@t') � supp(');
en opérant une integration par parties, on obtient:
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35 dx
En utiluisant supp( @

2

@x2') � supp(') et par continuité des fonctions E et
' sur[�a; a]� [�b; b] ;le théorème de Fubini, permet d�écrire:
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maintenant en opérant une integration par parties deux fois, on obtient:
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4. En utilisant l�égalité ,
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on obtient:
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5. En e¤ectuant le changement de variable y = xp
"

lim
"!0

I" + J" = lim
"!0
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utilisant
R
R e

�u2

4 du =
p
�
2 ;on a alors

lim
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I" + J" =
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4
' (0; 0)

6. Pour tout ' 2 D(R2);

h
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E;'i = lim

"!0
I" + J" = h

1

4
�; 'i

Donc F= 4E est une solution élémentaire de l�équation de la chaleur

7. Une solution T 2 D0(R2) de l�equation aux dérivées partielles :�
@

@t
� @2

@x2

�
T = S; où S 2 E

0 �
R2
�

est donnée par
T = F � S

Exercice3(05 pts)

1. T 2 S 0
(R) =) T 0 2 S 0

(R) :Donc on peut determiner la transformée de
Fourier F(T 0)et

F(T 0) (�) = 2�i�F(T )

2. G(x) = e�"xH(x) où " > 0. G dé�nit une distribution car c�est une
fonction localement inyegrable sur R:

h[G]0 ; 'i = ' (0)� "h[G] ; 'i

donc [G]0 = � � " [G]
[G] 2 S 0

(R) (car H est tempérée )

F
�
[G]

0�
= F (� � " [G]) = 1 +�"F ([G])

et
F
�
[G]

0�
= 2�i�F([G])
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d�où
F([G]) = 1

2�i� + "
:

:Si on fait tendre" vers 0, le théorème de convergence dominée assure
que dans S 0

(R), la distribution G converge vers H.Par continuité de la
transformation de Fourier dans S 0

(R)

F(H) = F
�
lim
"!0

[G]
�
= lim

"!0
F([G])

F(H) = lim
"!0

1
2�i�+" il su¢ t de déterminer la limite de

1
2�i�+" (au sens de

S 0
(R)).
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