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EXAMEN FINAL

Exercice 1 (11 points)
Une entreprise produit un bénéfice x(t)> 0 au temps t. Une fraction u(t)x(t) de ce béné-

fice, avec 0≤ u(t)≤ 1, est réinvestie dans la production et contribue à l’augmentation de la
richesse crée par l’entreprise et le reste est distribué aux actionnaires.

On suppose que l’évolution du bénéfice est gouverné par le problème initial suivant

(1)
{

x(̇t) = kx(t)u(t), pour tout t ∈ [0,T ] ,
x(0) = x0,

où k est une constante strictement positive donnée, T > 0 fixé avec T > 1
k et x0 > 0.

La fraction u(t) ∈ [0,1] réinvestie est considérée comme un contrôle et on considère le
problème de contrôle optimal

sup
u∈L1([0,T ],[0,1])

J(u) avec J(u) =
∫ T

0
(1−u(t))x(t)dt.

1) Résoudre le problème initial (1) pour u = 0 et u = 1.
2) Ecrire le Hamiltonian pour ce problème.
3) En utilisant le prinicipe de maximum de pontriaguine
i) Ecrire l’équation de l’état adjoint λ ∗(t).
ii) Ecrire la condition finale λ ∗(T ).
iii) Ecrire le problème de maximisation permettant de calculer le contrôle optimal u∗.
iv) En déduire la valeur du contrôle optimal u∗ en fonction de k et λ ∗.
Indication : On rappelle que x∗ (t)> 0 pour tout t ≥ 0.
4) Résoudre l’équation différentielle satisfaite par λ ∗.
Indication : Remarquer que kλ ∗(t)≤ 1 sur un intervalle de la forme [t∗,T ] avec

kλ ∗(t∗) = 1 et que, sur cet intervalle l’équation différentielle ordinaire avec la condition
finale λ ∗(T ) est trés simple à résoudre. Résoudre ensuite l’équation différentielle ordinaire
sur [0, t∗].

5) Conclure que le contrôle optimal est bang-bang avec un seul saut en t∗, avec t∗ introduit
dans la question précédente.

6) En déduire la trajectoire optimale.

Exercice 2 (09 points)
On considère le problème de contrôle optimal suivant

(2)

 x(̇t) = 2x(t)+u(t),
x(s) = ξ ,

J(s,ξ ;u) = 1
2
∫ T

s (x2 (t)+u2(t))dt,

pour tout s ∈ [0,T ], T > 0 fixé, et pour tout ξ ∈ R.
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1) Écrire l’équation HJB et la condition finale pour la fonction valeur V (s;ξ )= inf
u∈L1([0,T ],R)

J(s,ξ ;u).

2)
2.1) En cherchant la solution sous la forme séparée V (s;ξ ) = µ (s)ξ 2, montrer que µ est

solution du problème à valeur finale suivant

(3)
{

µ ′ (s)+4µ (s)−2µ2 (s)+ 1
2 = 0, pour tout s ∈ [0,T ] ,

µ (T ) = 0.

2.2) Vérifier que 2µ2 (s)−4µ (s)− 1
2 = 2

(
µ (s)−1−

√
5

2

)2
+2
√

5
(

µ (s)−1−
√

5
2

)
.

2.3) Pour tout s ∈ [0,T ] , on définit la fonction f par

f (s) =
1

µ (s)−1−
√

5
2

.

Vérifier que f est solution du problème à valeur finale suivant

(4)


f ′ (s) =−2

(
1+
√

5 f (s)
)

, pour tout s ∈ [0,T ] ,

f (T ) =− 1

1+
√

5
2

.

2.4) Déterminer la solution de (4).
2.5) En déduire la solution de (3).
3) En déduire le contrôle optimal comme feedback.
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