Université Abou-Bekr Belkaid Tlemcen Année Universitaire : 2018-2019
Faculté des Sciences Module : Controéle optimal
Département de Mathématiques Date : 02-10-2019

Niveau : Premiere Année Master Biomathématiques et Modélisation

EXAMEN FINAL

Exercice 1 (11 points)

Une entreprise produit un bénéfice x(¢) > 0 au temps ¢. Une fraction u(r)x(r) de ce béné-
fice, avec 0 < u(t) < 1, est réinvestie dans la production et contribue a 1’augmentation de la
richesse crée par I’entreprise et le reste est distribué aux actionnaires.

On suppose que 1’évolution du bénéfice est gouverné par le probléme initial suivant

{ x(t) = kx (1) u(t), pour tout r € [0, 7],

M x(0) = xo,

ou k est une constante strictement positive donnée, 7 > 0 fixé avec T > % et xp > 0.
La fraction u(t) € [0, 1] réinvestie est considérée comme un contréle et on considere le
probleme de contrdle optimal

T
sup  J(u) avec J(u) = / (1—u(t))x (1) dt.
ueL!([0,1],(0,1]) 0

1) Résoudre le probleme initial (1) pouru =0etu = 1.

2) Ecrire le Hamiltonian pour ce probleme.

3) En utilisant le prinicipe de maximum de pontriaguine

i) Ecrire 1’équation de I’état adjoint A*(¢).

ii) Ecrire la condition finale A*(T').

iii) Ecrire le probleme de maximisation permettant de calculer le contrdle optimal u*.

iv) En déduire la valeur du controle optimal «* en fonction de k et A *.

Indication : On rappelle que x* (f) > 0 pour tout r > 0.

4) Résoudre 1’équation différentielle satisfaite par A *.

Indication : Remarquer que kA*(¢) < 1 sur un intervalle de la forme [t*,T| avec
kA*(t*) = 1 et que, sur cet intervalle I’équation différentielle ordinaire avec la condition
finale A*(T') est trés simple a résoudre. Résoudre ensuite 1’équation différentielle ordinaire
sur [0,7%].

5) Conclure que le controle optimal est bang-bang avec un seul saut en ¢*, avec ¢* introduit
dans la question précédente.

6) En déduire la trajectoire optimale.

Exercice 2 (09 points)
On considere le probleme de contrdle optimal suivant

x(t) =2x(t) +u(t),
2) x(s)=¢,
J(s,&u) = § [T (02 () +42(1))dt,

pour tout s € [0,T], T > 0 fixé, et pour tout £ € R.



1) Ecrire I’équation HIB et la condition finale pour la fonction valeur V (s;E) = inf  J(s,&;u).

ueL!([0,T],R)
2)
2.1) En cherchant la solution sous la forme séparée V(s;&) = pu (s) &
solution du probleme a valeur finale suivant

3) { ,u’((s; +4p (s) —2u>(s) + 3 = 0, pour tout s € [0, 7],
u(T)=0.

2
2.2) Vérifier que 20 (s) — 411 (5) = 3 =2 ((5) = 1= ) +2v5 (m(s) - 1-5).
2.3) Pour tout s € [0,7], on définit la fonction f par
1

fls)=——
p(s)—1-%

Vérifier que f est solution du probleme a valeur finale suivant
f(s)=-2 (1 + \/§f(s)> , pour tout s € [0,T],
“4) 1
)=
5
e

2, montrer que U est

2.4) Déterminer la solution de (4).
2.5) En déduire la solution de (3).
3) En déduire le contrdle optimal comme feedback.




Unnivensite Abau. Belr BelRaid MThemcen AU J0A8_ 3049
F&mje& des Suﬂncea ledute: Gnfrdle #MQ

Mo * 1% anaee Nasten. Bi ‘Bﬁn&l‘ﬁwn.“‘quﬁo et todelinaliom.

Qyuu%é cle Jﬁ’{ixamm @‘ma{
A mernedic o sctobne 2028

Exencice 4
Y,
4.4(9 o u=o0, &N

ij A =o, (:E[O,TJ/ (4.4)
X(0) = Xo- ’

% Pnogae:rm& 'Lmika’?. Audvomk

Lrl. 00’?»‘18’7\ Aﬁ (4.-4) &t X (b)= Xo, powr Jrout Ee[o,fl‘].
/. 2") Pom. u:./l, &n a J\):P. ?nogeé‘fme \‘ml\l‘a% PR

duidomt !

)
Lo sobukion de (4.2) o x®)= 68 po ok bl

{ ()= k x(), Ee[oJT]/

X(0)= Xo

.5



iﬁ L&Hm%ﬂ@anH@iA%%&ym
H [T x R x o] — R
(k%M U) —> (6 x,A,1),
avec
HEE %51 ) = Aexu o (A-u)x

3) : )
) L fquaion de L' bt adaont A"

P ok e [0, T], ena
O LA (AT
NOEREACTRY )

_ Ko ko ute)-1

iy Lo @ndihien %«'m&%e

i) Omo,

W (Ex* ¥ U¥) = mMoX H(E XX D).
! e [0/



iv) En déduine T wedeun du contnife ophimod en fonchien
de ket X

Gmo,
(b X M UF) = KR U (409K
= Q\KE -/.]_) X*‘U*—’r x*

DQLL\T\Q POU&} o'

H (h X*) /\*, U,{)"'.: A\OX [@eﬁ-d)}(’(’\?—k ﬂx]
A€ (o]
— moX [@ﬁ'/l) x* r\’ﬂ P X
~ avefon)
— x¥ max [Q‘Xﬁ-/l)'\ﬂ*f C‘Q&?")'
Velal)
Ao
- » o ﬁfﬁ_d) /\9:] |
YZINE i BN @
(¢ C\m O\B’WY\Q

¥(F) = 0 ot Ak-1 o0,
i) o AE-1=9
1 2 Xk-1>0.



) Rasboons D éguahion diffnenfell sbisfe gt
Om o, ,

| F() = (4. XBR)ur -, el

{ A (T)=o. be)

Tok d'abord comme #(T)=0, aftno i ershe &% o

AW k-1 <o, pow tal teTE, T

fon auife U¥(t) = 0, pows tul b€ Jb, T et . ool hion

de (Adi) s Tt 77 of H(H)= T-t.

Hoimbenant om comes chéne b %ﬁoch'@m "Suikeh” om

de commutahion ¢ Jggﬁm pan
o(t) = A (kA

bmo, 0~(b) = Ak
A?mg | .
W&ww&) = Ak
-0 N A=
= ALLB,



C'ek-die Uéqunkion A (-4 = aclmet au plho
um cotikion ef oi ¥ of e F(F)k-1=0 oo
N k- >0 pon bt ek (R k-1 <0 pon £5E°
Moimbenamt on sail que

A = T-t aw JET]
Dekwnimens t bg A(BE-4=0.

- E(T#) A=0.
C'sh-o e, P

-T. 4
Ao

© [ kA o, pou beleEL
A® () k_1 —o, avec ¥ T-/—lf
K (B)k-1 <o, pw te jr[‘aflﬁ_,ﬂ.

Q)
é
—



Dé}ffmunem 1DCL Ooﬁu!w'gm A" s Lg, T %[
(omme (L) K. >0, pow bk t@é[c, ‘T-%Z;
s U7 (t)=A, pou fouk b€ [0, T- 31 et

fd‘f&ef (Aﬁjj)/ Gad s
Yy = - Aok
(e qui dowre, |
?‘M /\y(ﬁ): C ﬁ,QE/ avec C)O.
Lomume,
eMINe /\-}((/]1-_ %) ;: 4
Alow, G )
Cigl. & _duie, . €£(%~T).
R
PCV\ /.,UUJQ"C) : ((7“‘?(" T
KB = Eee o belo-20



Enfwcﬁmﬁﬂ, Na '
R(t:4-T)
)= [ e ( K , fow L€ [o;"ﬂ%[/

R
T_t, pow e [T-4,7]

5) DI ﬁ(_\‘u—e‘ohgﬂ Pﬂ!&eecjem\ﬁ lﬂ }@;\ALQL&C].M

69 Em diduire T imcxﬁec‘rdm 0?‘1‘@\0&@_
A, { () = K EWOum), pow b bels fm

X*(O) =i 1

S



Bm O\M’w’mguﬁ s cas 2uSambs |
"G 1 teloT-4L

——

PUMC?.COJ)) tn A
{ X*(H = k x*(b)/ be [o, i —é—[/

X’K(O‘) =X

Lo ﬁo&lq‘em X* sl CAW& P
X¥(E) = X cﬁ E.

1™ LelT L]

PCFW\C?,CGU)) N a
{ X¥b)=o0, te [T-%,T:[
% R4
X (T‘%z“):x"ﬁ 2

lg /Ao’&x,\l'em X¥ gk dennte pon

T4
Em aonclioion B Ynajechone sphimely x¥ of

*(F)= ) %o Cﬁ%) telo - %:L—/
X X ™% e [7-4,1)

g



Exercice 2
2°) Lo Homittomiom H amsc w Pno\)&‘,rme (i)

St
X U) = /\(»%X+U)+ L (<% Ui)

Deteuminens T Hamﬂemmnmmwme bl
i .
H (k% A) = i H(E X, A U)
uelR
O pece
Fu) = A(2x+u)+ ‘%;(x%:r ).

Afd‘ﬁ F\(U) - Ayl
Gm o b tableau de maniakiow

~P ~A o
rg  © ¢ @
Fu) |
\FH) /
UO‘?@ S H‘Dﬁﬁw de Soniaieny, ena:
Mo (B0 A) = F(A) 24 30 __ - ixz.

..

.



foa nuile Jﬁle’ ci,ua.h@m de lW%M- Jocebi Bﬁ{)’&mm HJ R
et dovmée Pt

aV(Sf)+ (s, 7 QV(gf))_O
C'ek. ¢ ~die

)

9V (5) + L af %\i(s,f) (f(stf):.

Lo condithen @‘moﬁe V(T f) eF demé par

VCT,f):O

2°)
3.1°) Gm pore \/(S,f) = (3 fz.

A% l £ a...\i | -2 (S
) %%(Sff):}‘@)f {dn af(sf) FIC

Em }@»?{)cxce donwy E{‘E/ofua."fgfn HTR et Pa CemoLl‘w‘em
fimode, on obhenk

[ HCTE N GURTET SN, Of
P(T)=0
_A0-



C'%E_ci_clmj
{ WS 4@ +lpls)- 2p%s) =g

M(T) =0 ©)

9.9
LpHS)-bpes)- 5= 2 (Prs)- 4y -

=3(p9-1. 12 ) (CE™ g)
- i(r(s)-d_ g’) (;1(5)_’_1 i \{g_+ \E)

= 2(prs)- 1. g)ii\f?(ﬁw-’i- @.

Qw : D'O?«g ce He Q’éa%.ki oM ?m|: meHne E'ﬁfthem
domwy (3) 20w To. dDovw

)U'CS) = (rl(s)_/l- \.{;E—-)lwz\}?(}*ﬁ)-ﬂ-@.

2.%) fou b s€le/T], o pest

1 |
p(s)-4-15

?(S) —

A



bmo,
ﬁ‘(s) - - M) .
P-4 15

ho

thl)’l—z/ (3) et h %L@m §22,) v

ii P = 2()4(3) 1. W) 2\?(}*5) 4\/3’) Sefs]

P =0
C'shq _dwe,
M'Cs) A L
- Se[o
[(ﬁ(ﬂ-d_\%)z }4(5)_4-\%} "0t
}“(T) =20
C'iktf-cl:/(z/
{ - f‘fg) = a2+i\/§-f[5)/
B(T)= - 4
1, 7
¥

i



C'sho @ _duie,

ts) = -3 (4y B £6s)), ey
LT = o A
4

=
T

(k)

4-1°) Débemimens o OO%J.HW de CL).
A} 1% (L), on

4 u-'f _QJAS

C'sh_a - dite
’ &,(4#5‘#] = 2V 5o, el

Eo e
© ul domne, IS
1,V5" £(s) = k€ ,avec ke RS

C'sf-_ot_ohrte _3\F
f(s)_ E 5_ 4

\5’

3.



9
emcbh‘@nt-
ﬁ AL _/.l o __/_l_________ﬂ
v A E
(ac\m(hmme, -
95T
_ W) €
k= ( i i+\f€')
] 45 Ci\@?.
2 5
i(s) — ﬁ)ﬁ Bl
\5'

Al



2.5 Em deduie oo&.}w@fn de (3)

(ermme J

3?(8) =




