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CONTRÔLE CONTINU

Exercice 1 (8 points)
On considère un modèle trés simplifié du mécanisme régissant le niveau de glucose dans

le sang. On désigne par x(t) la quantité de glucose au temps t à partir de l’instant initial
t0 = 0 (x(t) sera l’état du système). On suppose que si on ne fait rien, elle diminuera à un
taux proportionnel à la quantité (ẋ =−αx). Dans le but de maintenir le niveau de glucose à
un niveau acceptable, du glucose est transfusé dans le sang avec une vitesse de transfusion
u(t) (cette vitesse u(t) sera le contrôle du problème).

L’évolution de l’état x se fait donc suivant l’équation différentielle

(1) ẋ(t) =−αx(t)+u(t); t ≥ 0

avec α > 0 une constante donnée. On considère aussi la donnée initiale

(2) x(0) = a,

avec a > 0 donnée représentant la quantité de glucose au moment initial. On se propose
d’amener, à un moment T > 0 donné, la quantité de glucose proche d’un point b donné avec
b > 0, mais avec un coût minimal. Nous considérons alors comme modèle trés simple, le
problème de contrôle suivant :

(3)


min

(
T∫
0

u2 (t)dt +β (x(T )−b)2
)
,

ẋ(t) =−αx(t)+u(t),
x(0) = a,

avec β > 0.
Nous admettons qu’on a l’existence et l’unicité d’une solution optimale (x∗;u∗) de (3).
1) En utilisant le prinicipe de minimum de pontriaguine
i) Ecrire l’équation de l’état adjoint λ ∗(t).
ii) Vérifier que λ ∗(T ) = 2β (x∗ (T )−b) .
iii) Ecrire les autres conditions d’optimalité.
2) Résoudre ce système d’optimalité et trouver le contrôle optimal u∗ (t) .

Exercice 2 (12 points)
On considère un véhicule dont la position x(t) ∈ R est déterminée par le problème initial

suivant {
ẋ(t) =−ax(t)+u(t),
x(0) = x0,

où a > 0 est une constante, u est le contrôle avec |u(t)| ≤ 1 et x0 un nombre réel.
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Pour T > 0 fixé on veut atteindre l’état x(T ) = 0 en minimisant

J (u) =
T∫

0

|u(t)|dt.

1) Déterminez l’équation adjointe de ce problème de contrôle.
2) Déterminez les solutions de l’équation adjointe de ce problème de contrôle.
3) Etudier les variations des solutions de l’équation adjointe de ce problème de contrôle.

A l’aide du principe du minimum de Pontriaguine montrez que le contrôle optimal u∗ est
nécessairement de l’une des formes suivantes :

u∗ (t) =−1 pour tout t ∈ [0,T ] ,

ou
u∗ (t) = 1 pour tout t ∈ [0,T ] ,

ou
u∗ (t) = 0 pour tout t ∈ [0,T ] ,

ou

u∗ (t) =
{

0 pour tout t ∈ [0, t1[ ,
−1 pour tout t ∈ [t1,T ] ,

ou

u∗ (t) =
{

0 pour tout t ∈ [0, t2[ ,
1 pour tout t ∈ [t2,T ] .

Indication : Pour déterminer les contrôles possibles, on tracera d’abord le graphe de la
fonction f définie par

f : [−1,1] → R
v 7→ f (v) = λ ∗.v+ |v| ,

pour les cas λ ∗<−1,−1< λ ∗< 1 et λ ∗> 1 puis on discutera suivant les valeurs possibles
de l’état adjoint.

4) On suppose|x0| ≤ 1
a

(
eaT −1

)
. Déterminez la solution optimale en distinguant les cas

x0 > 0 et x0 < 0.
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