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Les calculatrices et téléphones portables sont sttement interdits

Questions de cours : 5 points
1. Donner I'algorithme du gradient a pas optimal apm au probleme de minimisation
suivant :
min f(x),

ou, la fonctionf deR™ dansR est supposée contindment différentiable.

2. Montrer que I'algorithme de Newton appliqué a umectionf quadratique strictement
convexe, c'est-a-dire f(x) =x" Ax—b*x ou,A est une matrice d’ordm supposée
symetrique définie positive étun vecteur de"  converge en une seule itération depuis
tout point initialex, .

Exercice 1 : 7 points
Soitn un entier,n>2 On considéra pointsx, y,) deR’, pouri =1...,n,non tous égaux, et la

fonctionf définie sulR®, par
1o 2
fla)=25:(y, ~ax -b)

1. Vérifier quef admet un seul point critiq(e, b’ ). sur R,
2. Montrer qud admet un minimum global sBf.

Exercice 2 : 8 points
On considére la fonctiohderR"dansR définie par :

OXOR", f(x)=si i)gz).

1. Montrer que la fonctiohest différentiable swr"et calculer son gradient.

2. Montrer que la fonctiohestC?et calculer sa matrice Hessienne.

3. Poun=2, vérifier que le point (0, B)est un point critique de la fonctibnpuis étudier sa
nature.

BGourage



Solutionnaire
Questions de cours
1. Algorithme du gradient a pas optimal

Initialisation ¢€R, x, € R" etk =0 1
Tant quigf (x )| > ¢ faire : 1.5
Xier1 = X — i Vf () OUay = arg mingsq ¢(a) aveco(a) = f(x, — avf(x)).
k=k+1 g5
2. L'application de I'algorithme de Newton a la &ion quadratiqué(x):%xTAx— b'x donne :
X =%, — (071 ()" (0f (¢ ) =, - A*(Ax, -b)=A"b=x. 2
Exercice 1
Le point critiquda’, b’ ). def est solution du systéme
af n n n n
E(a- b)=0 —Z(yl—ax—b)xlzo (foja+(2xi )b—(inyi):O
af SOIt i:l Solt |:1 i=1 i i=1 2
E(a' b)=0 -2 (v, —ax -b)=0 (injc’ﬂnb—(Zyi):O
Posongl=ny x* Zx) alors(a’, b’ ). est donné par :
i=1 i=1
n_n XY _ixii i
a* —_ i i=1 i=1
n n . n n ) 2
b i=1)92i§y‘ ‘i;)ﬁ;xiyi
- O
Montrons quela’, b’ ).est un minimum global de
i Xi2 ixi n n n 2
=1 = |>0 car ) x*>0etny x’ —(Z X j d'apréslinégalité de CauchySchwarz(n = 2, x, nontouségauy
Xi n i=1 i=1 i=1
i=1 2

Donc la fonctionf est strictement convexe ainsi, elle admet unmum global sur®>. 1

Exercice 2
Comme la fonctiori est la composée des fonctions-» |X| etx— sin(x) différentiables sur"alors

elle est différentiable s®'. Son gradient est: 1
2X, €O Zn:xfj

i=1
Af (x)=| ! . 1
2x, €O Zn:xf)
i=1
Comme la fonctiori est la composée des fonctions-» |x| etx— sin(x) de classec® surr"alors
elle est de classe’ surR". Sa matrice Hessienne est: 1



2co ixfj—4xfsi zn:xfj = 4x, X, Si zn:xf) - 4x X, si zn:xfj
i=1 i=1 i=1 i=1
£t (x)= —4x,x, Si .Z;:X‘ZJ 2co Izzljxf)—4xjsi .Z;:X‘z) - 4x,X_ S .Z;:X‘z) 5
—4x X, si Zn:xf) - 4x X, Si Zn‘,xfj ... 2co Zn:xfj—4xn2 sir(zn‘,xfj
L i=1 i=1 i=1 i=1 ]

Poum=2, vérifions que le point (0, G)est un point critique de la fonctidn

21{o0)= FXl e Xg)}(o,o) ] m' .

2%, codx? +x¢)| |0

Poum=2, la matrice hessienne €lest
ZCOE(Xf +Xzz)‘4x12 sin(xf +X§) - 4x, X, sin(x12 +x§)
= 4Ax,X, sin(xf +x22) 2005(x12 +x§)—4x§ sin(xf +x§)'

Donc, pour(x, =00x, =0), la matrice hessienne fest

une matrice définie positive, donc I'origine estramimum locale strict dé De plus, comme la
fonctionf est strictement convexe suf & point est un minimum global strict* 1



