RESUME DU COURS Fonctions de plusieurs variables ANALYSE IV/Chapitre |
I.  Différentiabilité
Cas de deux variables U est un ouvert de R? et (x,,y,) € U

f(xo+h.yo)—fX0.y0) . 0f _ i £x0.¥0+R)—f (x0,50)
t oy (0, ¥0) —}lll_r){)l h

ar o
® % (x0,¥0) —’llgr()l

fest différentiabl int ( ) & i f(xo+h.}'0+k)—f(x0.)m)—%(xo.yo)h—%(xo.yo)k
o es l1rerentiable au point (x,, 1m =
P 0 Yo ||(h.k>||~o Il

. df((xo:)’o)) € L(R? R):  df(xg,¥0) (hk) = (xOvYO) h+ (xo,}’o) k =< Vf(x0,y0), (h, k) >.

® la dérivée directionnelle de f suivant la direction v(a,b) au point(xg, yo):

Dy f (xo, yo)= lim Co020EITEON) i et diff alors Dyf (o, ¥o) =< VF (o, ¥0), T >

(en général 1]l = 1ie ¥ = (cos8, sinb) )
o Si f o etor f
o S toutes les derlvées partielles jusqu’a I'ordres n (ncompris)sont continues dans U alors f est de ClasseC™ dans U.

sont continues dans U alors f de Classe C* dans U.

, 2 P _ 9
e Sifestdeclasse C>2dans U alors axay (x,y) = ayox (x,y) V(x,y) € U.(Thm .Schwartz)

(ldem pour les fonctions de n variables n> 3)

fRZ>R fR3 >R

f est
différentiable _0f ;. of _ _(% of o of of —(9F 9f 9f

df = 7 dx+7"dy. Vf—gradf—(a, @) df =5 dx+5 dy + 5 dz. Vf (6x’6y'az)
f est de classe dzf _z fd + 2 o f dxdy+2—dydz+
5 d*f = 2L dx? +2‘”dxd d

4 ey 2L dxdz + 2Ly +afdz
d.lal'ordre 2 f(x0+hy0+k) —f(xo,y0)+ f(a+H) —f(a)+af(a)h+ (a)k+ ( )l+ [ ( )h?

(xo'yo)h*' (xO'yO)k+ [

%h2+ o? f hk kz 1+ll(h, k)”zg((h k)) +2—(a)hk + 2 (a)hl ar 2 (a)kl +

avec k%lm s((h k)) =0. +a_2 L@k + —(a)lz] + ||H||2€(H)-
avec H = (h, k, l) etlime(H) = 0.
H-(0,0,0)

Formes différentielles :
e Soient P(x,y) et Q(x,y) de classe C!:w= P(x,y)dx+Q(x,y)dy est totale ssi g—i = 3_2'
e Soient P(x,y,z) ,Q(x,y,z) et R(x,y,z) de classe C! ,la forme différentielle
90 ,OR _ 30 ,, 9P _ R

. 9P _9Q OR
W=P(x,y,z) dx+ Q(x,y,z) dy + R(x,y,z)dz est totale ssi 3 — 9% 5y — 2z et —=—.

o L’équation du plan tangent a la surface réguliére f(x, v,z) = 0 au point (xg, Yo, Zo) S'écrit :
(XO'yO'ZO)(x Xo) + (XO:}’O:ZO)(}’ Yo) + (xo,)’o.Zo)(Z z5) =0
Il Extrema libre

o festdifférentiable dans U et a € U, f(a) est un extrémum = df(a)=0 (a est un point critique)
a%f _9?%f _ 9%f
axdy = dx2 ett = ay?

A<Oetr <0 = f(a)est un maximun

e DansR? si df(a)=0, f est de classe C2 et 5 =

A= s? —rt, A< 0 etr >0 = f(a)est un minimun
A> 0 = f(a)n'est pas un extremun,a est un point selle
Si A= 0 on ne peut rien conclure, il faut revenir a la définition d’extremum et étudier le signe de "accroissement

f(x,y) — f(a) au voisinage du point a).

e  Matrice Hessienne d’une fonction de classe C2 Hy = <£ (i{)) i,j=1,..
J
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a%f  9*f  9%*f
ﬁ dydx 0z0x

2 o |
0x6y dy? 6263//

Dans R3, H; = | 2

v oy
0xdz 0ydz  0z2

e Sifestdeclasse C?, Hyest symétrique et toutes ses valeurs propres sont réelles.
®  SiHf (a) est définie positive alors f(a) est un minimum local.
e SiHf (a) est définie négative f(a) est maximum local.
®  SiHf (a) admet des valeurs propres de signes contraires alors f admet un point selle en a.
(Méme chose dans R")
. Extrema liés
Trouver l'extrémum de f(x) sous la contrainte g(x)=0, x=(x;)i = 1, ..., n revient a chercher l'extrémum de la fonction
auxiliaire dite de Lagrange : ®(x) = f(x) + Ag(x)  A: Multiplicateur de Lagrange
La condition nécessaire d’extremum: d®(a)=0 avec la condition g(a)=0
pour le caractére d’extrémum, on étudie le signe de d?®(a) avec la condition dg(a)=0

V. Fonctions vectorielles
e Soitf:Uc R™ - R™(U:ouvert) f = (f;)i=1,..m.Sifest différentiable en a, alors df (a ) € L(R",R™) ,sa matrice
a a
vf, 6_x1f1 Efl
Jacobienne estdonnéepar:J;=( i |= : :
Y 9 9
Tm/ \5 2 5o
e Sin=m,le Jacobien est le déterminent de la matrice Jacobienne : det(S f) = DU farfn)
D(x1,X2,.Xn)
V. Fonctions implicites
Soitf: RZ > R et (a,b) un point de Dy. Si Soitf: R > R et (a,b,c) un point de Dy. Si
# f(a,b)=0; # f(a,b,c)=0;
# f est différentiable au V(a,b) ; # f estde classe C*au V(a,b,c);
# %(a,b);to; #* %(a,b,c);to;
Alors 3V = V(a), W = V(b) et @; V » W continue Alors 3V = V(a,b), W = V(c) et @; V - W de classe C telle
telle que : @(a) = b et f(x, p(x))=0Vx € V que:@(a,b) =cet f(x,y,9(x,y))=0 VX EV
: secble sechle ey — _ f x(xe®) / _ _Iye@y) __r y(xye@y)
si f est difft alors ¢ est diff® et ¢’ (x) xerE I (Y Falereen)? y(xy) oyt

o Théoréme des fonctions implicites généralisé ( cas vectoriel)
Soit f :R™ x R™ — R"et (a,b) un point de Dy avec a € R™ etb € R".

FXY) = (XY, o, uX,1)): X = (Ki)1<ism € R™,Y = (¥)12izn € R Si
# £ (a,b)=0;
# f estdeclasseClau V ((a,b));
# det(Sy (b)) £0 ol ,f= (%fl) ij=1,...n.00%f= (%fl) i=1,.,n,j=1,...m.
j j
Alors 3V =V (a), W = V(b) et @; V > W de classe C! telle que :
@@ =bet f(X @X) =0 et J,(X) =-Iy 7 'f (X,0(X).3x f(X,9(X)) VXEV.
VI. Fonctions inverses
Soit ftA—> BouAc R™etB c R".

e fest un homéomorphisme si f est bijective et f ainsi que f ~'sont continues.

e festun Ck —difféomorphisme si f est bijective et f ainsi que f ~sont de classe C*, k> 1.
Thm .Inv.Loc :Soit f: U » R™ ou U est un ouvert de R", une fonction de classe C*, k> 1.
Si Ya€e U f' (a)estinversible alors f est un C* —difféomorphisme local autour de a.

Vil. Opérateurs différentiels
0 9\ Te_(0f Of a_f) o . .
Nabla :V= ( '3y’ az) , Vf= (ax oy 32) = gradf oufestunchamp scalaire.
a2 82 N .
Laplacien : A= _+6y 622 ,Af ﬁ _+a_2 ou f est un champ scalaire

af1 af>

Divergence : div f = To + LV f ouf = (fl,fz,f3 ) un champ vectoriel.

%_aﬁ oh 9 %_%)
Rotationel : rotf VAf (y 22" 07 ox'ox 3y
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