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II. Fonction vectorielle de plusieurs 
variables 

1.Définition : 

Une fonction vectorielle de plusieurs variables est une fonction de la forme  

    𝑓 : E ⊆ ℝ𝒏 → ℝ𝒎 

où et sont des entiers plus grands ou égaux à 1.  E est son domaine et ℝ𝑚 son codomaine. 

Plus précisément, une fonction vectorielle est un vecteur dont chaque composante 𝑓𝑖(𝑥) est une 

fonction scalaire (réelle):         

𝒇(𝒙) = (𝒇𝟏(𝒙),… , 𝒇𝒎(𝒙)) 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) étant un point de E.  

 

 Les fonctions scalaires sont donc des cas particuliers de fonctions vectorielles dans le sens qu'un 

réel peut être considéré comme un vecteur ayant une seule coordonnée.  

 Exemples --- 

1.  La fonction vectorielle 𝜌 : D⊆ ℝ2 → ℝ2qui lie les coordonnées polaires aux coordonnées 

cartésiennes:  

𝜌(𝑟, 𝜃) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃) = (𝑥, 𝑦) 

le domaine des variables (𝑟, 𝜃)étant le sous-ensemble D du plan rO 𝜃 défini par  𝑟 ≥ 0 et 0 ≤
𝜃 < 2𝜋.  

2. La fonction vectorielle  

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2, 2𝑥𝑦,  𝑥2 − 𝑦2) 
de deux variables possède trois composantes (ou trois fonctions coordonnées), soient  

𝑓1(𝑥) = 𝑥
2 + 𝑦2; 𝑓2(𝑥) = 2𝑥𝑦  𝑒𝑡 𝑓3(𝑥)  = 𝑥

2 − 𝑦2. 
Son domaine de définition est , car chacune des fonctions coordonnées y est bien définie, son 

codomaine est puisque la fonction vectorielle comprend trois composantes. On peut alors 

écrire 𝑓 : ℝ2 → ℝ3 

 

3. La fonction  

𝑓(𝑥, 𝑦) = (sin 𝑥𝑦𝑧 , 𝑥𝑒𝑥
2+𝑦2+𝑧2 , 𝑙𝑛𝑧) 

en est une de trois variables à valeur dans ℝ3et dont le domaine est le demi-espace 𝑧 > 0. On a 

alors 𝑓: D⊆ ℝ3 → ℝ3 

 

2.Limite et continuité  d'une fonction vectorielle  

 

2.1. Limite : Soit     𝑓 : E ⊆ ℝ𝑛 → ℝ𝑚   x↦ 𝑓(𝑥) = (𝑓1(𝑥),… , 𝑓𝑚(𝑥)) ; 

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ E  et 𝑙 = (𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛) ∈ ℝ
𝑚   alors : 

 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 ⟺ lim
𝑥→𝑎

𝑓𝑖(𝑥) = 𝑙𝑖  
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2.1. Continuité : 
La fonction f est continue au point a∈ E (respectivement sur E) si et seulement si toutes les 

composantes 𝑓𝑖 (i=1,..,m ) de f sont continues au point a(respectivement sur E).  
 Toutes les opérations algébriques sur les fonctions continues restent valables pour les fonctions 

vectorielles continues . 
Exemple : 

 

Soit     𝑓 : ℝ2 − ∆  → ℝ3  𝑎𝑣𝑒𝑐  ∆= {(𝑥, 0): 𝑥 ∈ ℝ)} 

                     (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦) = (
𝑥

𝑦2+1
, 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑦),

𝑒𝑥𝑦−1

𝑦
) 

  𝑓 est continue  sur ℝ2 − ∆  car chacune des  fonctions composantes : 

  𝑓1(𝑥) =
𝑥

𝑦2+1
; 𝑓2(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑦) 𝑒𝑡 𝑓3(𝑥)  =

𝑒𝑥𝑦−1

𝑦
est continue sur ℝ2 − ∆. 

 
3.Dérivée d'une fonction vectorielle  

Les concepts de dérivée suivant une courbe, de dérivée directionnelle  (suivant une direction) et de 

dérivée (tout court) d'une fonction vectorielle𝑓 de plusieurs variables s'appuient sur ceux  

des fonctions scalaires, car chacune des composantes 𝑓𝑖 de 𝑓est une fonction scalaire(réelle). 

3.1 Définition 1 :  Une fonction vectorielle de plusieurs variables 𝑓 définie dans un voisinage    

de 𝑎 ∈ ℝ𝑛est différentiable au poin𝑡 𝑎  si et seulement si chacune de ses composantes 𝑓𝑖 est 

différentiable au poin𝑡 𝑎.  

3.2. Définition 2 : Matrice Jacobienne :  

 On appelle matrice Jacobienne de 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑚 𝑎𝑢 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑎 ∈ ℝ𝑛et note  𝒥𝑓(𝑎) , la matrice à m 

lignes et n colonnes (de format m× 𝑛): 

 

𝒥𝑓(𝑎) =⏞
𝑑𝑒𝑓

(

 
 
𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓1(𝑎) 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓2(𝑎)
⋮

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓𝑚(𝑎))

 
 
=

(

 
 

𝜕𝑓1
𝜕 𝑥1

(𝑎) ⋯
𝜕𝑓1
𝜕 𝑥𝑛

(𝑎)

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑚
𝜕 𝑥1

(𝑎) ⋯
𝜕𝑓𝑚
𝜕 𝑥𝑛

(𝑎)
)

 
 

 

 

 Si f est de ℝ𝑛 dans ℝ𝑛 , 𝒥𝑓(𝑎) est une matrice carrée, son  déterminant |𝒥𝑓(𝑎)| s’appelle jacobien  

de f qu’on note aussi 
𝐷(𝑓1,…,𝑓𝑛)

𝐷( 𝑥1,…, 𝑥𝑛)
 . 

 

Exemple  

1) Trouvons la matrice jacobienne de la fonction des variables 𝜙 et 𝜃 

 

 

𝑓(𝜑, 𝜃) = (𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑⏟      
𝑓1(𝜑,𝜃)

 , 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑⏟      
𝑓2(𝜑,𝜃)

, 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜑⏟  
𝑓3(𝜑,𝜃)

) 

 
La matrice jacobienne de 𝑓au point (𝜙, 𝜃)est égale à : 
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𝒥𝑓(𝜑, 𝜃) =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓1
𝜕𝜑

(𝜑, 𝜃)
𝜕𝑓1
𝜕𝜃
(𝜑, 𝜃)

𝜕𝑓2
𝜕𝜑

(𝜑, 𝜃)
𝜕𝑓2
𝜕𝜃
(𝜑, 𝜃)

𝜕𝑓3
𝜕𝜑

(𝜑, 𝜃)
𝜕𝑓3
𝜕𝜃
(𝜑, 𝜃)

)

 
 
 
 

= (
𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
−𝑎𝑠𝑖𝑛𝜑 0

   ) 

 

2) 𝜌 : ℝ2 → ℝ2  𝜌(𝑟, 𝜃) = (𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃) 

𝒥𝜌(𝑟, 𝜃) = (
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

)   |𝒥𝜌| = r 

 

 

On sait que la différentielle d'une fonction scalaire 𝑓𝑖 est liée à son gradient 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓𝑖 par la 

relation : 

𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝐻 ∈ 𝐸    𝑑 𝑓𝑖( 𝑥)(𝐻) =< 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑓𝑖( 𝑥)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   , 𝐻 > 

En ce qui concerne la différentielle fonction vectorielle 𝑓 et sa relation avec la matrice Jacobienne 

on a la proposition suivante:  

 

3.4.Proposition :    Si f  est différentiable au poin𝑡 𝑎 ∈ ℝ𝑛alors la différentielle de 𝑓 au point  

𝑎 est une application linéaire de ℝ𝒏𝒅𝒂𝒏𝒔 ℝ𝒎 , elle est représentée sur les bases canoniques 

de ℝ𝑛𝑒𝑡  ℝ𝑚 par la matrice jacobienne 𝒥𝑓(𝑎) et on a : 

 

  𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝐻 ∈ ℝ𝑛    𝑑 𝑓(𝑎)(𝐻) = 𝒥𝑓(𝑎) . 𝐻 ; 

 

Remarques : 

 𝑑 𝑓(𝑎) ∈  ℒ(ℝ𝑛 , ℝ𝑚) 

 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡: 𝑑 𝑓(𝑎)(𝐻) = 𝒥𝑓(𝑎)(
ℎ1
⋮
ℎ𝑛

) 

 Les propriétés algébriques habituelles ( combinaisons linéaires,produit)sur les fonctions 

différentiables restent valables pour les fonctions vectorielles différentiables  

Définition 3 :   On dit que  𝑓 est de classe 𝐶1 sur un ouvert   U de ℝ𝒏 si et seulement si chacune 

de ses composantes 𝑓𝑖 est de classe 𝐶1 𝑠𝑢𝑟 𝑈. 

3.5. Dérivée suivant une direction : 

Proposition :    Si f  est différentiable au poin𝑡 𝑎 ∈ ℝ𝑛alors la dérivée 𝐷�⃗� 𝑓(𝑎)suivant un vecteur 

𝑣  ( 𝑜𝑢 𝑑é𝑟𝑖𝑣é𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑙𝑙𝑒) est donnée par la formule : 

 

      𝐷�⃗� 𝑓(𝑎) = 𝒥𝑓(𝑎) . 𝑣    

  Exemple :  

  a) Trouver au point(1,1) la différentielle de la fonction définie par 𝑓 : ℝ2 → ℝ3 

  

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑙𝑛(𝑥2 + 𝑦2), 𝑐𝑜𝑠𝑦) 
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b) Trouver sa dérivée directionnelle suivant 𝑣  = (
1

√2
,
1

√2
) au même point.  

Solution : 

a) La différentielle de la fonction est donnée par sa matrice jacobienne au point donné:  

 
   

∀ 𝐻 = (ℎ, 𝑘) ∈ ℝ2    𝑑 𝑓(𝑎)(𝐻) = 𝒥𝑓(𝑎) . 𝐻=(
1 1
1 −1
0 𝑠𝑖𝑛1

) . (
ℎ
𝑘
) = (

ℎ + 𝑘
ℎ − 𝑘
𝑘. 𝑠𝑖𝑛1

) 

b)  

La dérivée directionnelle suivant la direction a pour valeur  

 

3.6.Dérivée de la fonction composée:  

Proposition : 

Soient  𝜑: 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ𝑝  𝑒𝑡  𝜓: 𝐵 ⊂ ℝ𝑝 → ℝ𝑚 où 𝜑(𝐴) ⊂ 𝐵. 

Si 𝜑 est différentiable au point 𝑎 ∈ 𝐴 et 𝜓 est différentiable au point 𝜑(𝑎),alors la fonction 

composée F=  𝜓𝑜𝜑 est différentiable au point 𝑎 et l’on a : 

    𝒅(𝝍𝒐𝝋)(𝒂) = 𝐝 𝝍(𝝋(𝒂))𝒐𝒅𝝋(𝒂)      

Matriciellement : 𝓙𝑭(𝒂) = 𝓙𝝍(𝝋(𝒂)). 𝓙𝝋(𝒂)  

 

Exemple 1 ( Dérivée le long d’une courbe) 

Trouvons le taux de variation de 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, √𝑦, √𝑧
3 ) le long de la trajectoire 𝛾(𝑡) =

(𝑡, 𝑡2, 𝑡3)  par rapport à t  au point (2,4,8).  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 : Au point (2,4,8)  t=2. Il suffit donc de calculer 
𝑑 𝐹(𝑡)

𝑑𝑡
|
t=2
   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐹(𝑡) =

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)).En appliquant la formule  de la composée, on a : 

𝒥𝐹(𝑡) = 𝒥𝑓(𝛾(𝑡)). 𝒥𝛾(𝑡)=

(

  
 

𝜕𝑓1(𝛾(𝑡))

𝜕𝑥

𝜕𝑓1(𝛾(𝑡))

𝜕𝑦

𝜕𝑓1(𝛾(𝑡))

𝜕𝑧

𝜕𝑓2(𝛾(𝑡))

𝜕𝑥

𝜕𝑓2(𝛾(𝑡))

𝜕𝑦

𝜕𝑓2(𝛾(𝑡))

𝜕𝑧

𝜕𝑓3(𝛾(𝑡))

𝜕𝑥

𝜕𝑓3(𝛾(𝑡))

𝜕𝑦

𝜕𝑓3(𝛾(𝑡))

𝜕𝑧 )

  
 
(
1
2𝑡
3𝑡2
) =

                                                  = (

1 0 0

0
1

2𝑡
0

0 0
1

3𝑡2

)(
1
2𝑡
3𝑡2
) 
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𝒥𝐹(𝑡) = (
1
1
1
)   et  𝒥𝐹(2)=(

1
1
1
). 

 

   Exemple2 :  

   

  a) Trouvons la forme que prend la fonction 
𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 si 

 

 𝑥 = 𝑥(𝜑, 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑦 = 𝑦(𝜑, 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑒𝑡𝑧 =  𝑧(𝜑, 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜑. 

b) Trouvons ensuite ses dérivées partielles par rapport aux variables 𝜑 et 𝜃.  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 : 

  a) La fonction F(φ, θ)= 𝑓(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑐𝑜𝑠𝜑)est définie par  

 

*F(φ,θ)=(𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑)2+2(𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃)2+3(𝑐𝑜𝑠𝜑)2 = 𝑓𝑜𝜎(𝜑, 𝜃) avec 

 

𝜎:ℝ2 → ℝ3 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝜎(𝜑, 𝜃) = (𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃, 𝑐𝑜𝑠𝜑) 
 

  b) En dérivant cette expression par rapport à 𝜑 et par rapport à , on obtient  

 

𝒥𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)=(2𝑥 4𝑦 6𝑧) = (2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 4𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 6𝑐𝑜𝑠𝜑) 

 

𝒥𝜎((𝜑, 𝜃)) = (
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
−𝑠𝑖𝑛𝜑 0

   ) 

 

𝒥𝐹((𝜑, 𝜃)) = 𝒥𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 𝒥𝜎((𝜑, 𝜃)) =

(2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 4𝑠𝑖𝑛𝜑𝑠𝑖𝑛𝜃 6𝑐𝑜𝑠𝜑)(
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 −𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑
−𝑠𝑖𝑛𝜑 0

   ). 

 

𝒥𝐹((𝜑, 𝜃)) = (𝑠𝑖𝑛
2𝜃 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜑     𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜃) = (

𝜕𝐹

𝜕𝜑
  ,
𝜕𝐹

𝜕𝜃
). 

   
Ainsi : 
𝜕𝐹

𝜕𝜑
= 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑠𝑖𝑛2𝜑 − 2𝑠𝑖𝑛2𝜑       et   

𝜕𝐹

𝜕𝜃
= 𝑠𝑖𝑛2𝜑𝑠𝑖𝑛2𝜃 

 

Remarque : On peut vérifier les résultats en dérivant directement la fonction F(φ, θ)dans* 

Par rapport à 𝜑 𝑒𝑡𝜃 . 
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