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Controle continu d’analyse numérique 2 ( Corrigé)

Exercice 1 Soit

111 1
A=123 ], b=|[1
12 2 1

1. Indiquer si A est décomposable sous forme LU et donner la décomposition si c’est le cas.
2. Résoudre Ax = b

Solution
1. Calculons les mineurs principaux de A
11 1 11
(51:17&0,52:‘ =1#0etdz3=|1 2 3|=—-1+#0
1 2
1 2 2
Puisque tous les mineurs principaux de A sont non nuls alors, A est décomposable sous forme
1 11 1 11 1 1 1
AV=1123|-40=1012]|—-4®9=01 2 |=U
1 2 2 011 0 0 —1
1 00
La matrice L = 1 10
1 11
2. szb@LUg:zb@{ Ly =10
Ur=y
1 00 Y1 1 Y1 1
Ly=b&s | 1 1 0 v |=1 1] v |=10
1 11 Y3 1 Ys 0
1 1 1 T 1 I 1
Ur=y<= | 0 1 2 zo | =1 0 | & | x =10
0 0 -1 T3 0 T3 0
1
La solution de Ax =best z=| 0
0

Exercice 2

1. Supposons que Ax = b et AT = b avec A = ( _21 —21) b ( } >et

Hb - bH = 1072, Donner la borne de l'erreur absolue de la solution ||z — Z||

9 Soient A et AA des matrices, b, x et Az des vecteurs tels que:
Az =bet (A+ AA) (x + Az) = b. Montrer que

| Azl

|AA]
B i | ISV |
o+ Azl = " (4)

1Al

Solution



1. On rappelle que
-7

21]oo 18]/ oo

et condao(A) = | Al 1A |
On a [[A]|, =3
21

1
Un simple calcul permet de donner A~ = 3 ( 1 9 ) = [[A7Y, =1

de plus [|b]| , = 1 comme la solution de Az = b est z = < 1 ) alors ||z|| =1
Finalement
|-

o ], < 0.3

|z —z||, < condx(A) o

(A+AA) (z+Az) =b

2. Ar— b = AAz = AA(z+ Ar) = Az = AP AA (x + Ax)
= ||AH17A|| ﬁ AT AA] (|2 ﬁrAﬁ’ﬂH
T
———— < AT A =+ C.Q.F.D.
T2+ A] AT 1AL T

Exercice 3
Pour a € R donné, on considére la matrice A,

A, =

S QN
o N QR O

a
2
o
1. Ecrire la matrice B; de la méthode itérative de Jacobi. Pour quelles valeurs de « cette
méthode converge-t-elle?

2. Ecrire la matrice Bgg de la méthode itérative de Gauss-Seidel. Pour quelles valeurs de

a la méthode de Gauss-Seidel converge-t-elle?

e

Solution
1. On pose A, = D — F — F avec
200 0 0 O 0 —a 0
D=10220]|,E=] —a 0 0 ]J]etF=|0 0 -«
0 0 2 0 —a 0 0 0 0
200\ '/ 0 —a 0 0 —la 0
B;y=DY E+F)=|0 2 0 —a 0 —a |=| —3a 0 —3a
00 2 0 —a 0 0 —la 0

La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(B;) < 1.

Les valeurs propres de B; sont \; = %\/504, Ay = —%x/ﬁa et \3 = 0.

Ce qui implique p(B,) = 3v2]a].

p(By) <leiV2al<le -1<iV2a<le —V2<a< V2

En conclusion: La méthode de Jacobi converge si et seulement si V2 <a< V2.
2.



2 00 0 —a 0 : 0 0 0 —a 0
Bas=(D—E)'F= a 2 0 0 0 —a]|=|-3a %+ 0 0 0 -«
0 a 2 0 0 0 la? —ia 1 0 0 0
0 —3a 0
0 %042 —%a
0 _1a3 1a2

Comme la matrice A étant tridiagonale les méthodes Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou
divergent simultanément.

Donc, la méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si V2 < a< V2.

Exercice 4 1. Montrer que la matrice

4 -1 -1
A=\ -1 4 0
-1 0 4

est symétrique définie positive.

2. Déterminer la factorisation de Cholesky de A. Puis en déduire le déterminant de A.
Solution

1. D’apres le théoréme de Gershgorin, les valeurs propres de A appartiennent a 1<LZJ<3D¢, avec

Dlz{ZGC,’Z—4’§2} etDQZDgz{ZGC,|Z—4|§1}

Or, comme A est symétrique, ses valeurs propres sont réelles. Ce qui implique que les valeurs
propres de A appartiennent a Uintervalle [2, 6] .

Par conséquent les valeurs propres de A sont strictement positives et donc A est symétrique
définie positive.

2. Décomposition de Cholesky de A

Premiére colonne

by = Va1 = \/Z = 2, by =
Deuxiéme colonne

1 agy — bar b 1
5222\/022—531:\/4_i:§\/ﬁ7532= = b2221 31:—2\/1—5

Troisiéme colonne

a921 1 asy 1

by 20 T by 2

1 1 1 1
b33:\/a33—b§1—b§2:\/4—1—4X15:2\/ﬁ\/4><4><15—15—1:m\/16\/14:
2
——/14
V15
Donc
A= BB!

avec

2 0 0

1

s_| - VB 0

det(A) = det(B) det(B!) = det(B)? = 4 x 14 = 56.



